
Oraux Mines-Télécom

Exercice 1 (⭑⭑⭐⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Télécom MP 2024 (RMS 135-1 1405)
Soient 𝑓 ∈ (R2,R3) et 𝑔 ∈ (R3,R2) tel que rg(𝑓◦𝑔) = 2. Calculer rg(𝑓 ) et rg(𝑔).

Exercice 2 (⭑⭐⭐⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Télécom PSI 2024
Soit la matrice suivante

Θ =

⎛

⎜

⎜

⎜

⎜

⎝

1 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1
1 0 0 0 1
1 1 1 1 1

⎞

⎟

⎟

⎟

⎟

⎠

En faisant un minimum de calcul déterminer le rang de Θ, ker(Θ) et im(Θ).

Exercice 3 (⭑⭑⭐⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Télécom PSI 2024 (RMS 135-1 1401)
Factoriser 𝑋8 +𝑋4 + 1 dans R[𝑋].

Exercice 4 (⭑⭑⭐⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Télécom MP-MPI 2024 (RMS 135-1 1404)
On considère la matrice 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(R) de coefficients 𝑎𝑖,𝑗 = sin(𝑖 + 𝑗). Déterminer rg(𝐴) et en déduire det(𝐴).

Indication : On pourra introduire les vecteurs 𝑋 =
⎛

⎜

⎜

⎝

cos(1)
⋮

cos(𝑛)

⎞

⎟

⎟

⎠

et 𝑌 =
⎛

⎜

⎜

⎝

sin(1)
⋮

sin(𝑛)

⎞

⎟

⎟

⎠

.

Exercice 5 (⭑⭑⭑⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Télécom
Soit 𝑛 ≥ 2. Calculer le déterminant et la trace de l’application

Φ∶ 𝑀𝑛(K) ⟶ 𝑀𝑛(K)
𝐴 ⟼ 𝐴𝑇

où 𝐴𝑇 désigne la transposée de la matrice 𝐴.

Exercice 6 (⭑⭑⭑⭐⭐) - Inspiré d’un d’oral Mines-Télécom 2024
Soit 𝑛 ≥ 2, un entier. Déterminer toutes les matrices 𝑀 ∈ 𝑀𝑛(R) telles que

{

𝑀5 = 𝑀2

Tr(𝑀) = 𝑛.

Exercice 7 (⭑⭑⭑⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Télécom 2025
Soit 𝐴 ∈ 𝑀2(R) à coefficients strictement positifs.

1. Montrer que 𝐴 est diagonalisable.
2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients de 𝐴 pour que la suite (𝐴𝑛) converge vers une matrice 𝐿 ≠ 0.
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Exercice 8 (⭑⭑⭑⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Télécom MP-MPI 2024 (RMS 135-1 1408)
Soit 𝑋 ∈ 𝑀𝑛,1(R). Montrer que det(𝐼𝑛 +𝑋𝑋𝑇 ) = 1 +𝑋𝑇𝑋.

Exercice 9 (⭑⭑⭑⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Télécom PSI 2025

On pose ∀𝑥 > 0, 𝑓 (𝑥) =
+∞
∑

𝑛=0

1
𝑛!(𝑥 + 𝑛)

.

1. Justifier que 𝑓 est bien définie.
2. Déterminer deux réels 𝑎 et 𝑏 tels que

𝑓 (𝑥) = 𝑎
𝑥
+ 𝑏

𝑥2
+ 𝑜

𝑥→+∞

(

1
𝑥2

)

.

Exercice 10 (⭑⭐⭐⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Télécom PSI 2022 (RMS 133-2 1346)
Calculer ∀𝑥 ∈ R,∀𝑛 ∈ N,

𝑛
∑

𝑘=0

(

𝑛
𝑘

)

cos(𝑘𝑥).

Exercice 11 (⭑⭑⭐⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Télécom PSI 2023 (RMS 134-1 1572)

Étudier la nature de la série
∑

𝑛≥1
(−1)𝑛

(−1)𝑛 +
√

𝑛 ln(𝑛)
.

Exercice 12 (⭑⭑⭑⭑⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Télécom MP 2023

Étudier la convergence de la série
∑

𝑛≥1
cos

(

𝜋
√

𝑛2 + 𝑛 + 1
)

.

Exercice 13 (⭑⭑⭑⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Télécom 2023 (RMS 134-1 1503)

On pose ∀𝑛 ∈ N, 𝐼𝑛 = ∫

𝜋
4

0
tan2𝑛(𝑥) 𝑑𝑥.

1. Montrer que ∀𝑛 ∈ N, 𝐼𝑛+1 + 𝐼𝑛 =
1

2𝑛 + 1
.

2. Donner un équivalent simple de 𝐼𝑛.

3. Nature et somme éventuelle de
∑

𝑛≥0
(−1)𝑛

2𝑛 + 1
.

Exercice 14 (⭑⭑⭐⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Télécom 2023 (RMS 135-1 1481)
On pose

𝑓 ∶ ] − 1
3
,+∞[ ⟶ R

𝑥 ⟼ ∫

3𝑥

𝑥

1
√

1 + 𝑡3
𝑑𝑡.

Étudier 𝑓 et donner son graphe (on admettra que lim
𝑥→− 1

3

𝑓 (𝑥) est finie).
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Exercice 15 (⭑⭑⭑⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Télécom PC 2016
Déterminer toutes les fonctions dérivables 𝑓 ∶ R→ R telles que

∀𝑥 ∈ R, 𝑓 ′(𝑥)𝑓 (−𝑥) = 1.

Indication : on pourra introduire 𝑔∶ 𝑥 ↦ 𝑓 (𝑥)𝑓 (−𝑥).

Exercice 16 (⭑⭑⭑⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Télécom 2023 (RMS 134-1 1522)
1. Soit 𝑓 ∈ 1(R,R) telle que ∀𝑥 ∈ R, 𝑓 ′(𝑥) + 𝑓 (𝑥) = 𝑒−𝑥. Montrer que 𝑓 (𝑥) ⟶

𝑥→+∞
0.

2. Plus généralement montrer que si 𝑓 ′(𝑥) + 𝑓 (𝑥) ⟶
𝑥→+∞

0 alors 𝑓 (𝑥) ⟶
𝑥→+∞

0.

Exercice 17 (⭑⭑⭑⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Télécom 2024
On considère l’équation

(𝐸)∶ ln(𝑥)𝑦′ +
𝑦
𝑥
= 1.

1. Résoudre (𝐸) sur ]0, 1[ et sur ]1,+∞[.
2. Soit

𝑔∶ ]−1,+∞[ ⧵ {0} ⟶ R

𝑥 ⟼
ln(1 + 𝑥)

𝑥
.

Montrer que 𝑔 est prolongeable en une fonction de classe ∞ sur ]−1,+∞[.
3. Montrer que (𝐸) possède une unique solution de classe ∞ sur ]0,+∞[.
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