
Oraux Mines-Ponts

Exercice 1 (⭑⭑⭐⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Ponts PSI 2024 (RMS 135-1 857)

Montrer que la matrice 𝐴 =
⎛

⎜

⎜

⎝

0 1 0
0 0 1
0 0 0

⎞

⎟

⎟

⎠

n’a pas de racine carré.

Exercice 2 (⭑⭑⭐⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Ponts 2021
Soit 𝑓 ∈ 𝐿(R3) telle que 𝑓 2 = 0. Montrer qu’il existe 𝑔 ∈ 𝐿(R3,R) et 𝑣 ∈ R3 tels que pour tout 𝑥 ∈ R3, 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥)𝑣.

Exercice 3 (⭑⭑⭑⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Ponts
Soit

𝑢∶ K𝑛−1[𝑋] ⟶ K𝑛−1[𝑋]
𝑃 ⟼ 𝑃 (𝑋 + 1).

1. Montrer que 𝜒𝑢, le polynôme caractéristique de 𝑢 vérifie 𝜒𝑢(𝑋) = (𝑋 − 1)𝑛.
2. L’endomorphisme 𝑢 est-il diagonalisable ?
3. Déterminer des réels 𝑎0,… , 𝑎𝑛−1 tels que pour tout polynôme 𝑃 ∈ K𝑛−1[𝑋] on a

𝑃 (𝑋 + 𝑛) +
𝑛−1
∑

𝑘=0
𝑎𝑘𝑃 (𝑋 + 𝑘) = 0.

Exercice 4 (⭑⭑⭑⭐⭐) Inspiré d’un oral Mines-Pont

On considère 𝑧 ∈ C et 𝑀𝑧 =
⎛

⎜

⎜

⎝

0 0 𝑧
1 0 0
1 1 0

⎞

⎟

⎟

⎠

. Donner une condition nécessaire et suffisante sur 𝑧 pour que 𝑀𝑧 soit diagonalisable.

Exercice 5 (⭑⭑⭑⭑⭑) - Inspiré d’un oral Mines-Ponts
Soit 𝑝 un nombre premier.

1. Déterminer 𝑞 = Card
(

GL2 (Z∕𝑝Z)
)

.

2. Montrer que ∀𝐴 ∈ 𝑀2 (Z∕𝑝Z) , 𝐴𝑞+2 = 𝐴2.
3. On considère désormais 𝑞 = Card

(

GL3 (Z∕𝑝Z)
)

. A-t-on

∀𝐴 ∈ 𝑀3 (Z∕𝑝Z) , 𝐴𝑞+3 = 𝐴3?

Exercice 6 (⭑⭑⭑⭑⭑) - Inspiré d’un oral Mines-Ponts PSI 2024 (RMS 135-1 858)
Soit 𝐷𝑛 le nombre de permutations de 𝔖𝑛 sans point fixe et 𝐷0 = 1.

1. Soit 𝑀 =
(

(𝑗
𝑖

)

)

1≤𝑖,𝑗≤𝑛
∈ 𝑀𝑛(R) déterminer 𝑀−1.

2. Exprimer 𝐷𝑛 en fonction des 𝐷𝑘 pour 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛.
3. Exprimer 𝐷𝑛 en fonction de 𝑛.
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Exercice 7 (⭑⭑⭑⭑⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Ponts PSI 2025
Soit 𝐸 = R𝑛[𝑋] et 𝑎0,… , 𝑎𝑛 des réels distincts deux à deux.

1. Montrer que ⟨𝑃 ,𝑄⟩ =
𝑛
∑

𝑘=0
𝑃 (𝑎𝑘)𝑄(𝑎𝑘) définit un produit scalaire sur 𝐸.

2. Soient 𝛼0,… , 𝛼𝑛 des réels non tous nuls et 𝐻 =
{

𝑃 ∈ 𝐸 ∣
𝑛
∑

𝑘=0
𝛼𝑘𝑃 (𝑎𝑘) = 0

}

.

(a) Justifier que 𝐻 est un espace vectoriel et calculer sa dimension.
(b) Soit 𝑄 ∈ 𝐸. Déterminer 𝑑(𝑄,𝐻).

Exercice 8 (⭑⭑⭑⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Ponts 2025
Soit 𝑛 ∈ N∗ et 𝐹 ∈ 𝑆𝑛(R). Montrer qu’il existe 𝛼 > 0 tel que

∀𝑡 ∈ [−𝛼, 𝛼] , exp

(+∞
∑

𝑘=1

𝑡𝑘

𝑘
Tr

(

𝐹 𝑘)
)

= 1
det

(

𝐼𝑛 − 𝑡𝐹
) .

Exercice 9 (⭑⭑⭑⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Ponts PSI 2025
Soit 𝐸 = R𝑛[𝑋] et 𝑎0,… , 𝑎𝑛 des réels distincts deux à deux.

1. Montrer que ⟨𝑃 ,𝑄⟩ =
𝑛
∑

𝑘=0
𝑃 (𝑎𝑘)𝑄(𝑎𝑘) définit un produit scalaire sur 𝐸.

2. Soient 𝛼0,… , 𝛼𝑛 des réels non tous nuls et 𝐻 =
{

𝑃 ∈ 𝐸 ∣
𝑛
∑

𝑘=0
𝛼𝑘𝑃 (𝑎𝑘) = 0

}

.

(a) Justifier que 𝐻 est un espace vectoriel et calculer sa dimension.
(b) Soit 𝑄 ∈ 𝐸. Déterminer 𝑑(𝑄,𝐻).

Exercice 10 (⭑⭑⭑⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Ponts 2023 (RMS 134-1 521)
Soit 𝐴 = {𝑛 ∈ N ∣ 2𝑛 + 1 ≡ 0 mod 𝑛} .

1. Montrer que 3 est l’unique nombre premier appartenant à 𝐴.
2. Montrer que 𝐴 contient toutes les puissances de 3.

Exercice 11 (⭑⭑⭑⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Ponts 2018

Soit (𝑥𝑛) définie par 𝑥0 > 0 et ∀𝑛 ∈ N, 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 +
1
𝑥𝑛

. Montrer que 𝑥𝑛 ∼
√

2𝑛.

Exercice 12 (⭑⭑⭑⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Ponts 2018

Soit (𝑢𝑛) définie sur N∗ par 𝑢𝑛 =
𝑛−1
∑

𝑖=1

1
𝑖2(𝑛 − 𝑖)2

. Déterminer un équivalent de (𝑢𝑛).

Exercice 13 (⭑⭑⭑⭑⭑) - Inspiré d’un exemple d’oral Mines-Pont 2025

On considère la suite définie par 𝑢0 ∈
]

0, 𝜋
2

]

et
𝑢𝑛+1 = sin(𝑢𝑛).

Déterminer un développement asymptotique à deux termes de (𝑢𝑛).
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Exercice 14 (⭑⭑⭑⭑⭑) - Inspiré d’un oral Mines-Ponts 2016 (RMS 127-2 577)
Calculer

+∞
∑

𝑛=1

𝑛 − 3
⌊

𝑛
3

⌋

𝑛(𝑛 + 1)
.

Exercice 15 (⭑⭑⭑⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Ponts MP-MPI (RMS 134-1 558)
Soient 𝐾1,… , 𝐾𝑛 des segments non triviaux disjoints.

1. Montrer que si 𝑃 ∈ R𝑛−1[𝑋] vérifie pour tout 𝑗 ∈ {1,… , 𝑛} ,∫𝐾𝑗

𝑃 = 0 alors 𝑃 = 0.

2. Montrer qu’il existe 𝑃 ∈ R𝑛[𝑋] non nul tel que pour tout 𝑗 ∈ {1,… , 𝑛} ,∫𝐾𝑗

𝑃 = 0.

Exercice 16 (⭑⭑⭑⭑⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Ponts PSI 2023 (RMS 134-1 961)
Justifier l’existence et l’unicité d’une fonction continue et bornée 𝑓 ∶ R+ → R telle que

∀𝑥 ≥ 0, 𝑓 (𝑥) = 2 + ∫

𝑥

0

𝑒−𝑡2

2 + 𝑓 (𝑡)2
𝑑𝑡.

Le cas échéant étudier le comportement de 𝑓 en +∞.

Exercice 17 (⭑⭑⭐⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Ponts MP-MPI 2023 (RMS 134-1 892)

Une puce se trouve sur l’origine de Z2. À chaque étape elle saute aléatoirement d’une unité dans l’une des 4 directions. On note
𝑋𝑛 l’abscisse de la position de la puce après 𝑛 étapes. Calculer E[𝑋𝑛] et V[𝑋𝑛].

Exercice 18 (⭑⭑⭑⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Ponts MP 2024
Montrer que toute fonction de classe 2 sur un intervalle s’écrit comme différence de deux fonctions convexes.

Exercice 19 (⭑⭑⭑⭐⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Pont 2021
Soit 𝐸 =

{

𝑓 ∈ 1([0, 1],R) ∣ 𝑓 (0) = 0
}

. Pour 𝑓 ∈ 𝐸, on pose 𝑛(𝑓 ) = ||𝑓 ||∞ + |

|

|

|

𝑓 ′
|

|

|

|∞ et 𝑁(𝑓 ) = |

|

|

|

𝑓 + 𝑓 ′
|

|

|

|∞.
1. Justifier que 𝑛 et 𝑁 sont des normes sur 𝐸.
2. Montrer que 𝑛 et 𝑁 sont équivalentes.

Exercice 20 (⭑⭑⭑⭑⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Pont 2021
Soit 𝐸 =

{

𝑓 ∈ 2([0, 1],R) ∣ 𝑓 (0) = 𝑓 ′(0) = 0
}

. pour 𝑓 ∈ 𝐸, on pose 𝑁(𝑓 ) = |

|

|

|

𝑓 + 2𝑓 ′ + 𝑓 ′′
|

|

|

|∞.
1. Justifier que 𝑁 est une norme sur 𝐸.
2. Résoudre l’équation 𝑓 ′′ + 2𝑓 ′ + 𝑓 = 𝑔 en fonction de 𝑔 d’inconnue 𝑓 ∈ 𝐸.
3. Montrer que qu’il existe 𝑎 ∈ R+ tel que ∀𝑓 ∈ 𝐸, ||𝑓 ||∞ ≤ 𝑎𝑁(𝑓 ).
4. Les normes ||⋅||∞ et 𝑁 sont-elles équivalentes ?

Exercice 21 (⭑⭑⭑⭑⭐) - Inspiré d’un oral Mines-Pont 2021
Soit 𝐴 ∈ 𝑀𝑛(R). On munit R𝑛 du produit scalaire canonique. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
∙ 𝐴 est antisymétrique.
∙ Pour toute solution 𝑋 du système différentiel 𝑋′ = 𝐴𝑋 l’application 𝑡 ↦ ||𝑋(𝑡)|| est constante.

Exercice 22 (⭑⭑⭑⭑⭑) - Inspiré d’un oral Mines-Pont 2021

Soit 𝑓 ∈ 2([0, 2𝜋],R) telle que 𝑓 + 𝑓 ′′ ≥ 0. Déterminer le signe de ∫

2𝜋

0
𝑓 (𝑥)𝑑𝑥.
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