TD2 TANC - Tores et courbes elliptiques complexes

Exercice 1. On pose A =Z +inZ C C et X = C/A. Montrer que End(X) = Z.
Soit @ € End X = {8 € C,BA C A}. Alors il existe a,b,¢,d € Z tels que

{a‘l—a—l—iﬂb

a-im = ¢+ ind.

En soustrayant im fois la premiére ligne & la seconde on obtient 0 = ¢ + ird — ait + 7°b = br® + (d — a)i7 + c.
Puisque 7 est transcendant ceci implique que b =0 (et d = a) donc « € Z.

Exercice 2. On consideére A = Zjw] C C avec w = HT\/:O’

1. Montrer que g2(A) = 0 (on pourra considérer gs(wA)).
On a w® =1 c’est donc un inversible de Z[w] et donc wZ[w] = Z[w]. On en déduit que

@) =gpwh) = 3 @) =0 3 A =Wl
AA\{0} AAN\{0}
donc g2(A) = 0.
2. Montrer que C/A ~ E(C) avec E: y? = 423 — g3(\).
1l s’agit simplement d’appliquer le théoréeme d’uniformisation.
3. Quel est le j-invariant de E'7
Puisque g2(A) = 0 son j-invariant est 0.
4. Montrer que FE est isomorphe & la courbe elliptique ! y? = 23 + 1.
Les deux courbes ont le méme j-invariant elles sont donc isomorphes sur C.

Exercice 3 (Degré des isogénies et isogénies contragrédientes). Soit X = C/A et X' = C/A’ des tores
complexes. Soit a: X — X’ une isogénie qu’on identifie avec sa représentation analytique.

1. Montrer que deg[n]x = n?.

Si A = Zwi + Zws alors nA = Znwi + Znws. Ainsi (w1, w2) est une base adaptée de nA dans A donc
A/nA ~ Z/nZ x Z,/nZ de cardinal n?.

2. Soit X” = C/A” un autre tore complexe et 5: X’ — X" une isogénie. Montrer que deg(f o a) =
deg(p3) deg(a).
On veut déterminer deg(f3 o ), i.e. I'indice de aSA dans A" en fonction de deg[A”: BA’] et de deg(a) =
[A": aA]. Par les inclusions aBA C BA" C A” on a
[A": aBA] = [A": BA[BA: aBA].
—_——
deg(B)
On remarque qu’on a un isomorphisme
AJah  — BN JaBA
r +— fBx
donc [BA": aBA] = [A': aA] = deg a.
3. On pose n = deg(a) = [A’: aA].
(a) Justifier que pour tout X' € A’ on a n\ € aA.
Soit A" € A’ alors, par le Théoréme de Lagrange, n\ = 0 € A’/aA ce qui signifie que n\’ € aA.
(b) En déduire que pour toute isogénie ov: X — X' de degré n il existe une isogéniea = 2: X' — X
appelée isogénie contragrédiente de « telle que

-~

doa=n|x et aoa=[n]x.

On déduit de la question précédente que A’ C A, on en déduit une isogénie & = X' — X de
représentation analytique Z .

1. Attention I'isomorphisme est sur C il n’y a pas de raison pour que g3(A) € Q.



(¢) (Un exemple). On considere A = Z[2i] C C et A’ = Z][i].
i. Déterminer End(X) et End(X").
On a

End(X) ={z € C,zA C A}
= {z € C,zZ[2] C Z[2i]}
= {z € Z[2i], 2Z[2i] C Z[2i]} car 1 € Z][2i]
= Z|2i] car Z[2i] stable par multiplication.

De méme End(X") = Z][i].

ii. Quel est le degré de I'isogénie donnée par la représentation rationnelle ¢v: Z[2i] < Z[i] ?
Le degré de isogénie est U'indice [Z[i]: Z[2i]] = 2, le conducteur de Z|[2i] dans Z][i].

iii. Quelle est son isogénie contragrédiente 7
Son isogénie contragrédiente est Z[i] — Z[2i],a — 2a.

Exercice 4. On pose R = Z [v/—11] ,w = /=11 et a = (3,1++/—11). On dit que deux isogénies
t1: C/Ay — C/A} et 1a: C/Ay — C/A} sont isomorphes s'il existe des isomorphismes « et o’ € C telles
que

C/A —2 C/A)

ai la,

C/A —> C/A}.

1. (a) L’ordre R est-il maximal ? Quel est son discriminant ? Quel est son conducteur ?
Non, I'ordre maximal est Z [1 + \/711} 2. L’ordre R est de conducteur 2. Son discriminant est —44.
(b) L’idéal a est-il principal ? Est-il inversible ?
On peut calculer sa norme qui est 3 sous réserve que 3|N(1+ +/—11) =1+ 11 = 12 ce qui est bien le
cas. Si a est principal alors il existe & = a + by/—11 de norme 3 dans Ok tel que a = (a). On a donc
a? + 11b% = 3 ce qui implique que b = 0 et donc a? = 3 ce qui est absurde. Donc a n’est pas principal.
Il est de norme 3 qui est premier au conducteur donc il est inversible.
2. On identifie R & un sous anneau de C et on considere R et a comme des réseaux de C. On pose
ta: C/a — C/R Visogénie engendrée par l'inclusion a < R.
(a) Quelle est sa représentation analytique ?

On a a < R qui est la multiplication par 1 donc aC = C — RC = C est toujours la multiplication par
1.

(b) Quel est le degré de ¢4 7
Son degré est 'indice de a dans R, i.e. [R: a] = #(R/a) = N(a).

(¢) Les courbes elliptiques complexes E, et Er sont-elles isomorphes ?
Elles sont isomorphes si et seulement si les réseaux a et R sont homothétique ce qui revient a dire qu’il
existe a € C tel que a = aR ce qui implique a € R et a principal ce qui n’est pas le cas.

3. On pose b =a.

(a) Montrer que a et b n’ont pas la méme classe dans CI(R) (on pourra montrer que a?> =
<97 4+ \/—11> et justifier qu’il n’est pas principal).
On a

a® = (9,3(1 + v—11),1 — 11 + 2V/—11) = (9,3 + 3V/—11), ~10 + 2¢/—11) = (9,4 + v—11, 10 + 2y/—11).

Par ailleurs, 9\42 + 11 = 27 donc I'idéal engendré par 9 et 4 + /—11 est un sous idéal de a®> de norme
9. Puisque a est inversible a? est de norme 3% = 9. Donc a® = <9, 4+ \/—11> . S’il est principal il existe
des entiers a et b tels que a®+11b% = 9 ce qui implique que b = 0 et a = £3. Mais a® n’est pas engendré
par 3 sinon tous ses éléments s’écriraient ? 3a’ + 3b'v/—11 ce qui n’est pas le cas car 4 +/—11 € a°.
Enfin, si a et @ était dans la méme classe dans CI(R) on aurait

[aa] = [a®] = R.

Donc a n’est pas dans la méme classe que son conjugué.

(b) On considére p I'isogénie définie de la méme fagon que tq. Les isogénies ¢4 et tp sont elles
isomorphes 7
Si les isogénies étaient isomorphes cela impliquerait que les réseaux a et b soient homothétiques donc
que a et b soient dans la méme classe ce n’est donc pas le cas.

2. Une telle écriture est unique car (1,1/—11) est une Z-base de R.



Exercice 5. Soit X = C/A un tore complexe & multiplication complexe par un ordre quadratique
R =End(X) = {a € C,aA C A} dans un corps quadratique K. On pose 7 € J# tel que A ~ A, = Z+77Z.
On pose

Ell¢(R) = {E courbe elliptique sur C/ End(E) ~ R} / ~

I’ensemble des classes d’isomorphisme de courbes elliptiques sur C a multiplication complexe par R.

1.

Montrer que 7 € K.
On pose R = Z|w]. Puisque A est stable par R on a en particulier

w-T=a+br

pour des a,b € Z. Donc 7 = %5 € K.

. En déduire qu’il existe u € R tel que uA, est un idéal a de R.

On écrit 7 = & avec a € R et n € NN*. On peut toujours faire ¢a car K est le corps des fractions de R
donc 7 = z—; = ;%s‘;) avec a; € R. On remarque alors que a = nA = nZ + aZ C R et c’est toujours un

R-module c’est donc un idéal de R.

Montrer que a est un idéal inversible (on pourra considérer anneau des endomorphismes de a C C
en tant que réseau).
On a

R=End(X)=End(a) ={z€C,zaCa} ={z€ K,zaCa} = (a: a) = R,.

Ceci signifie que Ry = R donc que a est inversible dans R.

. Soit A’ C C et X' = C/A tel que A’ ~ a’ un idéal inversible de R. Montrer que X ~ X' si et

seulement si a et a’ ont la méme classe dans Cl(R).

On a X ~ X' si et seulement si leur réseaux sont homothétiques i.e. Iu € C,pua = a’ mais ca implique
e K,ie. [a] = [d'] € CI(R).

En déduire que # Ellg(R) = # CI(R) = h(R).

On a vu que tout tore complexe & CM X = C/A satisfait A ~ a pour a un R-idéal inversible. Par ailleurs,
la classe d’isomorphisme de X ne dépend de la classe de a dans CI1(R). Donc, par la question précédente,
a tout tore complexe & CM on peut associer un unique élément de CI(R) et réciproquement tout élément
de CI(R) on peut associer une classe d’isomorphisme de tore & CM par R.

Exercice 6 (Anneau d’endomorphisme d’une courbe elliptique sur C). Soit A = Zw; + Zws C C et
X = C/A le tore complexe correspondant. On veut montrer que R = End(X) = {a € C/aA C A} est
soit Z soit un ordre quadratique. Considérons a € End(X) et j, k,m,n € Z tels que aw; = jw; + kws et

Qwgy =

1.

mwi + nws.
On pose M = (a—] -k
-m a—-n

) € M5(C). Montrer que det(M) = 0.
Ona M - (zl) = 0 donc la matrice n’est pas inversible ce qui signifie que det M = 0.
2

En déduire que X2 — (j +n)X + jn — km € Z[X] annule « et donc que « est un entier algébrique.
On obtient ce polynéme en développant det M = (o — j)(a —n) — km = 0. Puisqu’il est & coefficients dans
Z., o est bien un entier algébrique de degré au plus 2.

. En déduire que RN R = Z.

Si o € R alors la relation (o — j)wi — kwe = 0 implique a = j € Z et k = 0 car, par hypothese, (wi,w2)
est une famille R-libre de C.

. Montrer que si a ¢ Z alors « est dans un ordre dans un corps quadratique imaginaire K = Q(\/;i)

Sia ¢ Z donc a ¢ R alors « est un entier algébrique de degré 2 dans un corps quadratique Q(v/d). Si
d > 0 alors on peut plonger Q(\/ﬁ) dans R et donc a avec ce qui contredit 'hypothese o ¢ R.

. Soit 8 € R\ Z un autre élément. D’apres ce qui précede § est aussi dans un ordre quadratique

imaginaire dans un corps Q(v/d').

(a) Soit o € Q(Vd)\ Q, 8 € Q(vVd') \ Q avec d et d' des entiers sans facteur carré. Supposons que
o+ B de degré < 2. Montrer qu’alors Q(v/d) = Q(v/d') (on pourra se ramener au cas o = v/d
et B = +/d’ puis déduire d'une relation de degré 2 en a + § que vd € Q(v/d') par exemple).
Le degré de nombres algébriques ne change par lorsqu’on leur ajoute des rationnels (car pour tout
ru € QX Q, X — uX + r définit un isomorphisme d’anneaux de Q[X] dans Q[X]). On peut alors
supposer o = V/d et = V/d'. Puisque o + 3 est de degré < 2, il existe a,b € Z tels que

(a+B)° +ala+p)+b=d+d +2Vdd +a(Vd+Vd)+b=Vd(2Vd+a)+d+d +aVd+b=0.

On en déduit que Vd' € Q(V/d).



(b) Conclure.
Si R # 7 alors on a vu que R est composé d’entiers algébriques dans un unique corps quadratique
imaginaire. Il s’agit donc d’un ordre quadratique imaginaire.

Exercice 7 (La multiplication complexe est transmissible). On pose X = C/A et X' = C/A’ deux
tores complexes et R = Z[w] un ordre quadratique imaginaire et on suppose qu’il existe une isogénie
a: X — X' de degré f > 1 entre les deux. Soit S = Z[fw].
1. Montrer que si X est & CM par R alors S C End(X’).
Puisque a est une isogénie on a A C A’. Par l'isogénie contragrédiente on a %A’ C A. Enfin, puisque X
est & CM par R on a wA C A’. Pour que S C End(X’) il faut et il suffit que 1- A’ C A" et fw- A" C A
La premiere condition est triviale. Pour la seconde on a

fwA' = awi/\'
o
C awA
C alA
C A

2. Montrer que si X’ est & CM par R alors S C End(X) (on pourra penser & (ré)utiliser 'isogénie
contragrédiente).
11 suffit d’appliquer Iisogénie contragrédiente & . On a alors une isogénie a: X’ — X de degré f avec
End(X’) et on peut appliquer la question 1.

3. Montrer qu’on a pas forcément End(X) = End(X’) (cf. question 3.c de 'Exercice 3).
L’inclusion Z[2i] — Z[i] induit une isogénie X — X’ de degré 2 avec End(X) # End(X").

Exercice 8. On admet que Q est dénombrable. Justifier que les courbes elliptiques complexes & CM sont
< rares » parmi I’ensemble des courbes elliptiques complexes.

Le j-invariant des tores & multiplication complexe est un entier algébrique. En particulier, c’est un élément de Q.
Ces tores & CM correspondent donc a un sous-ensemble dénombrable de

ﬁf':{zeC,—%S%(z)<%,|z|21etz#ei9pour%<0<g}

car dans Q. Mais cet ensemble contient des ouverts de C qui sont non-dénombrables. Donc il y a infiniment fois
moins de tores & CM (donc de courbes & CM) que de tores sans CM.



