— TD 2

Logique booléenne

Exercices ludiques de logique

Exercice 1 (ki)

Trois logiciennes entrent dans un bar. Le serveur arrive et leur demande « Est-ce que vous voulez toutes une

biére ? »

e La premiére répond « Je ne sais pas ».
o La deuxiéme répond « Je ne sais pas ».

« La troisiéme répond « Oui ! ».

Expliquez leurs réponses.

Correction :
Il suffit qu'une seule logicienne ne veuille pas de biére pour pouvoir répondre « Non ! »a la question du
serveur. Puisque la premiére logicienne ne répond pas « Non ! »c’est qu’elle veut une biére. En revanche,
elle ignore ce que veulent les deux autres. De méme pour la deuxiéme. Puisque les deux premiéres n’ont pas
répondu « Non »c’est qu’elle veulent toutes les deux une biéres et, puisque la troisiéme veut également une

biére elle peut répondre avec assurance « Oui ! »a la question du serveur.

Exercice 2 (k% ki)

Vous vous trouvez face & deux portes. Derriére I'une d’elle se trouve 1 million d’euros et derriére 'autre se
trouve un grille-pain. Il y a aussi deux statues qui peuvent répondre a une seule de vos questions. L’une d’entre
elles dira systématiquement la vérité et 'autre mentira systématiquement. Vous n’avez aucun moyen de savoir
quelle statue ment et laquelle dit la vérité.

Quelle question posez-vous & quelle statue pour savoir derriére quelle porte se trouve le million ?
Correction :

Il faut poser & n’importe quelle statue la question « Quelle porte m’indiquerait I’autre statue si je lui de-

mandais derriére quelle porte se trouve le million »et choisir I’autre porte que celle indiquée. En effet,

» Si on pose la question & la statue qui dit toujours la vérité elle nous répondra la vérité en nous disant

que la statue menteuse nous indiquera la mauvaise porte ; elle nous indiquera la mauvaise porte.

e Si on pose la question a la statue qui ment toujours elle mentira en nous indiquant la mauvaise porte

puisque l'autre statue, la fiable, nous indiquerait la bonne.
Dans tous les cas la porte indiquée est celle derriére laquelle se trouve le grille-pain et on prend l'autre.

Exercice 3 (Hk¥rvrvrsr)

Un cycliste part en ligne droite d’une ville A vers une ville B située & 90km de A et s’y arréte lorsqu’il

Iatteint. Au méme moment un oiseau part de la ville A et va faire la ville B. Lorsqu’il I'atteint il fait demi tour



et retourne jusqu’au cycliste puis retourne vers la ville B puis retourne jusqu’au cycliste etc. Sachant que

o Le cycliste se déplace a 30km /h,

o L’oiseau se déplace a 50km/h,

Quelle distance parcourt 1'oiseau au total ?

Correction :

L’oiseau part en méme temps que le cycliste et s’arréte en méme temps que lui. Le cycliste met 3h pour

atteindre sa destination donc l'oiseau parcourt 3 x 50 = 150km.

Propositions et tautologies

Exercice 4 (k%% irir)

Pour chacune des propositions suivantes donner sa négation et dire si la proposition est vraie.

A T o

VxeR,IyeR, x>y

Vx e R,x% > —1.

VxeR.Vye R, (x < y) = (x* < ).

Vx € ]—00,0],Vy € ]—0,0],xy > 0.

Va€Z,Ybe€ Z,1 € D, (On rappelle que D, désigne ’ensemble des diviseurs communs a a et a b).
Pour toutes fonctions décroissantes f: R - R et g: R — R, fog est croissante.

dn € IN,n > 2 tel que Vp premier, p } n.

Correction :

1.
2.
3.

Négation : 3x € R,Vy € R, x < y. La proposition est vraie, prendre y = x + 1.
Négation : 3x € R, x> < —1. La proposition est vraie car un carré est toujours positif.

Négation : 3x € R,3y € R, (x < y) et (x> > y?). La proposition est fausse car sa négation est vraie.
Prendre x = —1 et y = 0 on a bien —1 < 0 et 1 > 0. Cette proposition prouve que la fonction x — x2
n’est pas croissante sur R.

Négation : dx € ]—00,0],3dy € ]—-0,0],xy < 0. La proposition est vraie car le produit de deux réels
négatif est positif.

Négation : Ja € Z,3b € Z,1 ¢ D, ;. La proposition est vraie car 1 est un diviseur commun a tout
couple d’entiers.

Négation : Il existes des fonctions décroissantes f: R - R et g: R — R, fog est décroissante. La
proposition est vraie car f décroissante revient a dire que pour tout x < y on a f(x) > f(y) mais alors
g(f(x)) < g(f(»). Donc gof croissante.

Négation :Vn € IN,n > 2 tel que Jp premier, p | n. La proposition est fausse car sa négation est vraie ;

tout entier supérieur & 2 admet un diviseur premier.

Exercice 5 (k%)

Déterminer si les expressions suivantes sont des tautologies par la méthode de votre choix (calcul proposi-

tionnel, table de vérité etc).

[ R

-(-P)s P 5. (P=>0)A@=>R)e(P=>R
- (2@ =-P)=>(P=0) 6. (P=> Q)& ~(PA-Q)
.("0=>-P)s(P=>0)
.(P=20A0@=>R)=>(P>R

7. (PeQ)s(PAQV (P A-Q)).



Correction :
1. C’est une propriété du cours que ~(—P) = P.

2. On peut le prouver a ’aide d’une table de vérité.

P|O|-Q|~-P | Q0=>-P|P=>0|(0=>-P)=>(P=>0)
1|1] 0 0 1 1 1
10| 1 0 0 0 1
0|10 1 1 1 1
010 1 1 1 1 1

3. La table précédente prouve que I’équivalence est vraie. En d’autres termes on a -Q = =P = P = Q.
La formule =Q = =P est appelée formule contraposée de P = Q.

4. On fait encore une table de vérité

P|O|R|P=>0Q|0=>R|(P=>0AQ@=>R|P>R|(P=>0AQ@=>R)=>(P=>RBR
0|00 1 1 1 1 1
0101 1 1 1 1 1
0|11]0 1 0 0 1 1
0|11 1 1 1 1 1
11010 0 1 0 0 1
1|01 0 1 0 1 1
1|11]0 1 0 0 0 1
1|11 1 1 1 1 1

On peut aussi le faire par le calcul direct mais c’est un peu plus fastidieux. On note p, g, r les variables

représentant les propositions. On peut alors écrire :

(p=>DA@=>r)=>p=>r=(p+q)(q+r)+p+r

=p+q-q+r+p+r (par De Morgan)
=pg+qr+p+r (par De Morgan)
=q+ptq+r (car pg+q=(p+4q) - (@+4q)

——

=1
(et gr+r=(q+r)-(r+r)

——
=1

=l+p+r (car g+g=1)

=1 car 1 est absorbant pour ’addition.

5. La table précédente montre que cette formule n’est pas une tautologie. Par exemple, on peut lire que
lorsque P et R sont fausses et Q est vraie P = R est vraie (car faux implique n’importe quoi est vraie)
tandis que O = R est fausse (car vrai ne peut impliquer que vrai) donc (P = Q) A (Q = R) est fausse.

6. Une table de vérité donne

PO | Q| PAQ | A(PA=Q) | (P=>0)=(PAQ)
0j]0| 1 0 1 1
0|11 0 0 1 1
1101 1 0 1
1|10 0 1 1

Donc P = Q = —(P A-Q) il s’agit de la formulation par ’absurde de 'implication P = Q.

Le calcul direct marche tout aussi bien

p=>q=p+q = pq.
——

De Morgan



Exercice 6 (k%)

Donner la formulation contraposée des propositions suivantes :
S’il pleut alors le sol est mouillé.

Si c’est un chat alors il est mortel.

Qui parle ne sait pas.

Pierre qui roule n’amasse pas mousse.

Jamais deux sans trois

Si un entier est divisible par 5 alors il est pair.

Si deux entiers n’ont qu'un diviseur positif en commun alors ils sont premiers entre eux.

© N e e W e

a| bc et pged(a,b)=1=>ac.

Correction :
1. Si le sol est sec alors il ne pleut pas.
2. S’il est immortel alors ce n’est pas un chat.
3. Qui sait ne parle pas.
4. Pierre qui amasse mousse ne roule pas.
5. Si pas trois alors pas deux (proverbe béte = contraposée béte... tiens et quelle est sa contraposée a elle

7)

6. Si un entier est impair alors il n’est pas divisible par 5 (vous l'aurez remarqué ; une implication n’a pas

besoin d’étre vraie pour avoir une formulation contraposée).
7. Si deux entiers ne sont pas premiers entre eux alors ils n’ont pas qu'un diviseur en commun.

8. atc= atbcoupged(a,b) # 1.

Exercice 7 (F*kvrirsr)

On considére I'application
f: R —R

X '—>X2

Déterminer parmi les propositions lesquelles sont vraies. Justifier & chaque fois.
1. f est a valeur positive.
2. f est croissante.
3. f est paire.
4

. f est a valeurs strictement positives.

Correction :

1. f est a valeur positive. Vrai. Un carré est toujours positif.

2. f est croissante. Faux : —2 < —1 pourtant (=2)*> =4 > (=1)> = 1.
3. f est paire. Vrai. Vx € R, (—x)? = x°.
4

. f est a valeurs strictement positives. Faux : f(0) = 0.

Exercice 8 (k%% rir)

Montrer par la contraposée les propositions suivantes :
1. Un entier dont le carré est pair est lui-méme pair.

2. Soit n,m € Z. Si m ne posséde pas d’inverse modulaire modulo n alors pged(n, m) > 2.

On pourra utiliser le théoréme d’Euler.



Correction :

1. La formulation contraposée est
Si un entier est impair alors son carré est impair.

Montrons cette proposition. Soit n € Z impair alors n =1 mod 2 donc n*> = 12 =1 mod 2. Donc n? est

impair ce qui prouve la proposition contraposée donc la proposition initiale.

2. La formulation contraposée est
Si pged(n, m) < 2 alors m posséde un inverse modulaire modulo n.

Si pged(n, m) < 2 alors c’est nécessairement 1 donc n et m sont premiers entre eux. D’aprés le théoréme
d’Euler on a donc m?® =1 mod n donc m - m?™~1 =1 mod n. Autrement dit, m?®-! est I'inverse

modulaire de m modulo n.

Calcul propositionnel

Exercice 9 (k%)

Démontrer a ’aide de calcul propositionnel les formules suivantes puis retrouver le résultat trouvé a l'aide
d’une table de Karnaugh.

1. a+ab=a 3. a+ab=a+b 5. a+b+ab=1
2. ala+b)=a 4. (a+bYa+b)=a 6. (a+byab=0
Correction :

1. En factorisant par a on a
at+ab=a-(1+b)=a-1=a.

2. On a
ala+b)=a+ab=a
d’apreés la question précédente.
3. Par distributivité de I’addition
a+ab=(a+a)a+b)
=1la+b)=a+b
4. En appliquant deux fois la distributivité de la multiplication :
(a+ b)(a+b)=aa+ ab+ ab+ bb
=a+a(b+b)
=a+ab+ab+0

=a+a-1
=a+a
=a
5.
a+b+ab=a+b+a+b (1)
=c+c (2)

=1

(1) d’aprés une loi de De Morgan ; (2) en posant a+ b = c.



6. D’aprés la question 3. on a a+ab=a+b donc
a+b+ab=a+b+b=a+1=1.
7. On a
(a + b)ab = (aa + ba)b
= bab
=0.

Exercice 10 (%% rirsk)

Simplifier les expressions suivantes & ’aide de tables de Karnaugh.
F, = abc + abc + abc + abe
F, = abc + abc + abc + abc
F; = abed + abed + abed + abed + abed + abed
F, = abcd + abed + abed + abed + abed + abed + abed + abed + abed
Fs = abcd + abed + abed + abed + abed + abed
Fg = abed + abd + abe + bed + bed + abe

F, = bed + abe + be + acd

Correction :

On trouve

F, = ac + be

F, =ab+ac

F; = abd + bed + bd
F, = ab + ad + abc
F; = bd + ad

Fg = ad + abc + abc
F7=ac+3c

Exercice 11 (%% %sk)

On souhaite programmer ’autorisation de dépassement d’un véhicule en fonction des paramétres suivants :
a : Le véhicule d’en face est petit et lent. (Un vélo par exemple)
b : La visibilité est bonne.
c : La voie de gauche est dégagée.
d : La signalisation autorise le dépassement.

Le véhicule est autorisé a dépasser lorsque les conditions suivantes sont réalisées :
o Le véhicule d’en face est petit et lent et la voie de gauche est dégagée.
« ou si la voie de gauche est dégagée et la signalisation autorise le dépassement.
o Par ailleurs, on ne peut savoir que la voie de gauche est dégagée que si la visibilité est bonne.

* De méme, on ne peut savoir que la signalisation autorise le dépassement que si la visibilité est bonne.



1. Ecrire une formule logique traduisant I’autorisation de dépasser en fonction des paramétres a, b, c et d en

n’utilisant que des +, X et 7 (« ou »,« et »et « négation »).

2. Faire une table de vérité de cette formule.

3. En déduire une expression simplifiée de la formule de dépassement. Traduire cette identité par une phrase

en frangais et donner une condition suffisante pour dépasser.

4. Retrouver le résultat par le calcul.

5. Donner une forme normale disjonctive de la fonction booléenne et donner une condition nécessaire pour

pour le dépassement.

Correction :

1. On a f(a,b,c,d) = (ac+cd)(c = b)(d = b). On se rappelle que ¢ = b = c+b ce qui donne, en factorisant

b

(ac + cd)(c = b)(d = b) = (ac + cd)( + b)(d + b) = (ac + cd)(cd + b).

On a donc (¢ = b)(d = b) = c+d = b par les lois de De Morgan.

2.
alb|c|d|ac|dc|c+d|c+d=>b|(ac+dc) - (c+d=>b)
0(0(0[0| 0] O 0 1 0
oO(ofof1|107]0O0 1 0 0
0(0(1({0| 0] O 1 0 0
Oj(of1 (1|01 1 0 0
O(1({0[{0| 0] O 0 1 0
O(1(0(1|]07]0O0 1 1 0
O(1(1({0|01]O0 1 1 0
Oj(1]1]1]0]1 1 1 1
1/0(0[0| 01O 0 1 0
1/(ofof1|11]0 1 0 0
11010110 1 0 0
1{0|1|1]0]|1 1 0 0
1/1(0[0| 0] O 0 1 0
1{1{0|1] 110 1 1 0
1110|1710 1 1 1
11|11 1]1 1 1 1 1

3. On résume la table de vérité précédente dans le tableau de Karnaugh suivant.

“d oo 01| 11| 10
ab
00 ololo]o
01 olol1]o
1 |00
10 ololo]o

On peut identifier deux blocs de 2. Un bloc correspond a abc et le second a bed.

f(a,b,c,d) = abe + bed.

On peut traduire ¢a par

« Il n’est possible de dépasser que lorsque la visibilité est bonne et que la voie de gauche est dégagée

et que le véhicule d’en face est petit et lent ou que la signalisation autorise le dépassement. »

Une condition suffisante est abc, c’est-a-dire que le véhicule d’en face est petit et lent, que la visibilité

est bonne et que la voie de gauche est dégagée.



4. On a, en factorisant par ¢
fa,b,c,d) = (ac +cd)(cd + b) = c(a+ d)@d +b) = (a+d)( ¢c d+bc)=bc(a+d).
——
=0

5. Pour déterminer une forme normale disjonctive on regroupe les 0 du tableau puis on prend la négation.

N 100 o1 | 11| 10
oo |[0]|[o]|[0]][0O]
01 O|lo| 110
11 0o lol| 1|1
10 | [o] |[o]|[o]] [o]

ce qui donne

fabed= ¢ + b + ad
N~ Y—~— =

bloc vert bloc rouge bloc bleu

Donc, en prenant la négation et en appliquant les lois de De Morgan on obtient
f(a,b,c,d) = bc(a+d).

Donc n’importe quel facteur de ’expression ci-dessus est une condition nécessaire pour le dépassement.
Par exemple a + d est une condition nécessaire, c’est-a-dire que « le véhicule d’en face est petit et lent

ou la signalisation autorise le dépassement »est une condition nécessaire.



	Logique booléenne
	Exercices ludiques de logique
	Propositions et tautologies
	Calcul propositionnel


