— TD 1

Suites numériques

Monotonie

Exercice 1 (ki)

Déterminer la monotonie (croissante ou décroissante) des suites suivantes.

= 1 — -2
Lou,=—= 4 ug=1letu,y =u, +u, +1
2. v,=n*+n

5. vg=3et vn+1=u—2"
3. w, =X, K

6. wyg=-1cet wn+1=wn—ewn—\/;

Limites et comparaison asymptotique

Exercice 2 (ki)

Déterminer des équivalents simples des suites suivantes

1w, =4n* —2n% + 1
_ w4nt—n—1
2.0, = 2n2+n+14
3. w, =a"+b" avec |a| > |b| > 0

Exercice 3 (ki)

Déterminer la limite des suites suivantes en utilisant des équivalents.

_ 3n*-17 _ 242 g
1. u, = pas B 3. w, m——
COS(%)
2.0, = o

4. znz\/n2+n+1—\/n2—n+1

Exercice 4 (ki)

A Taide de limite de taux de variations déterminer les résultats suivants.

(1 1
Losin ()~ 4-V1+"=\/'7+‘zh+°<\}ﬁ)
i 1
2. cos<;>:1+o(;> 5. 1n<1+%)~’11

1 1 1 . 1\"
3. en:1+—+0<—> 6. lim <1+—) =e.
n n n

n—+oo

Exercice 5 (k%)

Déterminer la limite des suites suivantes en utilisant des développements limités.



n
1. u, =nsin (%) 3. w, = (1 + %) (utiliser la forme exponentielle)

2. vn=ﬁln <cos <ﬁ>> 4. z, =n? <esm<nzlﬁ)—1>

Exercice 6 (%% %rir)

Montrer que n! = o (n") et pour tout entier m > 1, m" = o (n!).

Exercice 7 (k% ki)

Soit (u,) une suite convergente a valeurs dans Z et ¢ sa limite. Montrer que

e lEZ

* (u,) est constante égale & ¢ a partir d’un certain rang.

Exercice 8 (k% ki)

On considére la suite (u,) définie pour n > 2 par

1
u =

. .
= k-1

! _ 11 _ U
1. Montrer que pour tout k > 2, 7173 <k_1 e )

2. En déduire limu,,.

Exercice 9 (k%) -Inspiré du Bac de Math Sujet 1 - 2023
On considére la suite (u,) définie par uy =1 et Vn >0,

_3 1
Ung) = 7ty + Zn+ 1.
1. Calculer u; et u, sous forme de fraction irréductible.
2. Conjecturer le sens de variation de la suite (u,).
3. Montrer par récurrence que pour tout n € IN,n < u, < n+ 1. En déduire le sens de variation de la suite
(uy).
4. Calculer lim u,.
n—+o0o
5. Montrer que u, ~ n.
6. On considére la suite (v,) définie par v, = u, — n.

(a) Montrer que (v,) est géométrique de raison de raison %. Quelle est la limite de (v,,) ?

n
(b) Montrer que pour tout n € N,u, = (%) +n.

Exercice 10 (k%% %)

On considére la suite positive (u,) définie par ug = 1,u; =2 et Vn > 0,

Upio = V UpUpt1-

On pose Vn € N, v, = In(u,,).
1. Montrer que pour tout n € IN on a

1
Unt2 = 5 (Un+1 + Un) . (1)

2. Soit r € R\ {0}, montrer que la suite w, = r" vérifie la relation lj si, et seulement si r € {—%, 1 }

(1)

3. Montrer que pour tout a,b € R la suite a + # est solution de

b
=2y
5. En déduire la limite de (v,) puis celle de (u,,).

4. Calculer a et b tels que v, =a+ pour tout n.



Suites définies par récurrence par des fonctions

Exercice 11 (k%) - Inspiré du Bac math Amérique du Nord 2024

On considére la fonction g définie sur [0, 1] par g(x) = 2x — x>. On pose (u,) définie par u, = % et Vn €
Nt = gu,).

1. Montrer que g est strictement croissante sur [0; 1] et calculer g(0) et g(1).

2. Calculer uy et u,.

3. Montrer par récurrence que Vo € IN,0 <u, <u,,; < 1.

4. En déduire que u converge vers une limite ¢ € [0, 1] et donner la valeur de /.

5. On pose (v,) la suite définie pour tout n € IN par v, = In(1 —u,).

(a) Montrer que (v,) est une suite géométrique de raison 2. Donner son expression en fonction de n.

(b) En déduire 'expression de u,, en fonction de n et retrouver la limite trouvée précédemment.

Exercice 12 (k% %) -Inspiré du Bac math Amérique du Sud 2022

On considére la suite (u,) définie par uy =4 et Vn € IN,
2
un+l = gun'

1. Calculer u; et u,.
2. Montrer par récurrence que pour tout n,
O<u,<4.

3. Montrer que (u,) est décroissante. En déduire que (u,,) converge.
4. Montrer que la limite ¢ de u,, vérifie £ = %62. En déduire, la valeur de £.
5. Pour tout n € N, on pose v, =In(u,) et w, = v, —In(5).

(a) Montrer que pour tout n € N, v,,; = 2v, — In(5).

(b) Montrer que (w,) est géométrique de raison 2.

(¢) Montrer que pour tout n € IN,v, = In <%> 2" +1n(5).

n

6. Calculer lim v, et retrouver lim u,.
n—+oo n—+oo

Exercice 13 (k* k% %)

On considére la fonction f définie sur [0, 1] par f(x) = H—Lx On pose (u,) définie par

uy =0
{ Vne N,u,., = f(u,).
1. Montrer que f est strictement décroissante [0; 1] et calculer f(0) et f(1).
2. Calculer uy,u,, us,uy et us.
3. On consideére la suite définie par Fp =0,Fy =1etVne N, F, , =F, |+ F,
(a) Calculer Fy, F,, F,, F5, F,, Fs, Fy.
(b) Résoudre Iéquation £2 = £+ 1. On note @ la solution positive que vous trouverez et y l'autre.

(c) Montrer par récurrence que pour tout n € IN,

1
F,=—(¢" —y").

Vs

Indication : On pourra prouwver la proposition P(n): « F, = % (" —y") et F,p = % (qo"Jr1 - w”“) ».



1 n

(d) Justifier que F, ol ﬁ(p )

4. Montrer par récurrence que Vn € IN, u, =

Vet

2

F,

n

Fn+]

5. En déduire que limu, =
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