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Raisonnement par récurrence et
calcul modulaire

Raisonnement par récurrence

Exercice 1 (⭑⭐⭐⭐⭐)

Montrer que ∀𝑛 ∈ N, 10𝑛 − 1 est divisible par 9.

∙ Par récurrence

∙ À l’aide des modulo.

Exercice 2 (⭑⭑⭐⭐⭐)

On pose, pour tout 𝑛 ∈ N, les deux propriétés

∙ 𝑃 (𝑛)∶ « 4𝑛 − 1 est divisible par 3 »

∙ 𝑄(𝑛)∶ « 4𝑛 + 1 est divisible par 3 »

Montrer que les deux propriétés sont héréditaires. Sont-elles vraies pour tout 𝑛 ?

Exercice 3 (⭑⭑⭐⭐⭐)

Montrer que ∀𝑛 ∈ N, 23𝑛+5 + 3𝑛+1 est divisible par 5.

∙ Par récurrence

∙ À l’aide des modulo.

Exercice 4 (⭑⭑⭑⭑⭐)

Montrer que ∀𝑛 ∈ N, 31𝑛 + 6𝑛 − 1 est divisible par 9.

Exercice 5 (⭑⭐⭐⭐⭐)

Montrer que pour tout 𝑛 ∈ N∗ on a

𝑆𝑛 =
𝑛
∑

𝑘=1
𝑘 =

𝑛(𝑛 + 1)
2

Exercice 6 (⭑⭐⭐⭐⭐)

Montrer que pour tout 𝑛 ∈ N∗ on a

𝑆𝑛 =
𝑛
∑

𝑘=1
𝑘2 =

𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
6
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Exercice 7 (⭑⭑⭑⭐⭐)

Montrer que pour tout 𝑛 ∈ N∗ on a

𝑆𝑛 =
𝑛
∑

𝑘=1
𝑘3 =

( 𝑛
∑

𝑘=1
𝑘

)2

de deux façons :

∙ Directement

∙ En utilisant la formule
∑𝑛

𝑘=1 𝑘 = 𝑛(𝑛+1)
2 .

Exercice 8 (⭑⭐⭐⭐⭐)

Montrer que pour tout 𝑛 ∈ N∗ on a

𝑆𝑛 =
𝑛
∑

𝑘=1

1
𝑘(𝑘 + 1)

= 1 − 1
𝑛 + 1

Exercice 9 (⭑⭑⭐⭐⭐)

On pose (𝑢𝑛) définie par 𝑢0 = 1 et ∀𝑛 ∈ N, 𝑢𝑛+1 =
√

2 + 𝑢𝑛. Montrer que ∀𝑛 ∈ N,

0 < 𝑢𝑛 < 𝑢𝑛+1 < 2.

Exercice 10 (⭑⭐⭐⭐⭐)

On pose (𝑢𝑛) définie par 𝑢0 = 2 et ∀𝑛 ∈ N, 𝑢𝑛+1 =
𝑢𝑛

1+𝑢𝑛
. Montrer que ∀𝑛 ∈ N,

𝑢𝑛 =
2

2𝑛 + 1
.

Exercice 11 (⭑⭐⭐⭐⭐)

On pose (𝑢𝑛) définie par 𝑢0 = 3 et ∀𝑛 ∈ N, 𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛 − 1. Montrer que ∀𝑛 ∈ N,

𝑢𝑛 = 2𝑛+1 + 1.

Exercice 12 (⭑⭑⭐⭐⭐)

Montrer que ∀𝑥 ∈ R+,∀𝑛 ∈ N,
(1 + 𝑥)𝑛 ≥ 1 + 𝑛𝑥.

Exercice 13 (⭑⭑⭑⭐⭐)

On pose (𝑢𝑛) définie par 𝑢0 = 0 et ∀𝑛 ∈ N, 𝑢𝑛+1 = 2𝑢𝑛 + 2𝑛. Montrer que ∀𝑛 ∈ N, 𝑢𝑛 = 𝑛2𝑛−1.
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