Suites et séries de fonctions

Il s’agit d’une liste d’exercices corrigés que j’utilise pour les colles que je dispense au lycée Chateaubriand, destinée aux étu-
diant-e-s de deuxieme année de classe préparatoire. Cette liste est mise a leur disposition des que les chapitres correspondants ont été
abordés.

Si vous travaillez sur cette liste au cours de 1’année, il se peut que certains chapitres n’aient pas encore été étudiés. Lorsque la
résolution d’un exercice fait appel a des notions qui ne sont abordées que plus tard dans I’année, je précise les outils utilisés sous
forme de mots-clés. Si vous n’étes pas encore familier-ere avec ces notions, n’hésitez pas a passer a I’exercice suivant.

De nombreux exercices et leurs corrigés proviennent de ma propre création. Il est donc possible qu’il subsiste des coquilles, des
erreurs ou des pistes d’amélioration. Je procede d’ailleurs régulierement a des corrections. Si vous avez des suggestions d’amélioration
ou si certains arguments vous semblent peu clairs, n’hésitez pas a me contacter. Mes coordonnées figurent en bas de la derniere page
du document.

Suites de fonctions

Exercice 1 (3 ¢ o)

La suite de fonction
f,: Rt —R

X nx
1+n2x

converge-t-elle simplement ? Uniformément ?

Exercice 2 (% vrvryryyr)

La suite de fonction
fu: 1400 — R

In(nx)

converge-t-elle simplement ? Uniformément ?

Exercice 3 (3 vrvr¥ryyr)

La suite de fonctions f,(x) = —

5> converge-t-elle simplement ? Uniformément ? Uniformément sur tout segment ?
X
7z
n

Exercice 4 (3 % v Yrv)

La suite de fonction
fH: R —R

1
x — /o +x?

converge-t-elle simplement ? Uniformément ? La suite de ses dérivées converge-t-elle uniformément (sans calcul) ?



Exercice 5 (% % % yr¥)

Soit @ € R. On considere la suite de fonctions

B3] —x

x > n%cos(x)" sin(x)

définie pour n» € IN*. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a pour que (f,) converge uniformément.

Exercice 6 (3% % Yry¥r)

Soit f : R* — R continue par morceaux telle que lirJP f(x) = 0. Calculer
X—=>+00

1
lim / f(nx)dx.
0

n—>+o0o

Exercice 7 (3 % % Yr¥)

On considere la fonction
f: Jl,+00o] — R

+o0

X — )
n=

1. Montrer que f est bien définie sur son ensemble de définition.

ot
In(nx) *

2. Calculer lim f(x)et lim f(x).
X—>+00 x—1t

3. Montrer que f est de classe C! et donner les variations de f. Etudier sa convexité.
4. Esquissez le graphe de f.

Mots clés : Continuité sous le symbole somme

Exercice 8 (3 % % ¥r¥)

Soit (a,) une suite réelle croissante, a valeurs strictement positive et telle que a,, — +co.

On considére
f: R™ —R

+0o0
t — Z(_l)n+1e—ant.

n=1
1. Montrer que f est bien définie et continue sur RR.
2. Montrer que f est intégrable et que
+00 T +1
="
fdr =Y
0 n=1 a

to (_1)n+]
3. Calculer %, ——.

n=1

Mots clés : Continuité sous le symbole somme, convergence dominée

Exercice 9 (3 % % Yr¥)

Justifier I’existence de 1’intégrale

+oo t
0 e’—l

+o0
puis la calculer (on admettra que . kLZ = %).
k=1
Mots clés :Inversion série intégrale



Exercice 10 (3% % %)

Justifier I’existence de f0+°° ﬁa’ t puis la calculer.

Mots clés :Inversion série intégrale

Exercice 11 (5 % % % %)

Soit f : R* — TR une fonction de classe C!, bornée telle que f(0) = 0. On pose

u, = dt.

+00 ntf(ﬁ)
b e

Montrer que u,, est bien définie pour tout n puis calculer lim u,,.

n—+oco

Exercice 12 (5 % v¢ ¥rv¢)

+0o0
Soit f € CO%(R*, R) bornée. Déterminer lim f RSP
n—+o0o0J 0 14+n*x

Mots clés :Intégrales a paramétres
Exercice 13 (5 % % % 5¢)
Justifier I’existence puis calculer
1
/ x [lJ dx.
0 X
2

1
(On donne ZZ; o= %).
Mots clés : Intégrales impropres

Exercice 14 (3% % % %)
On veut calculer I = f0+°° In(t)e'dt.
1. Montrer que I est bien définie (que I’intégrale existe).
n
2. Onpose v, = fon In(?) (1 - 1) dt. Montrer que v, — 1.
n n—o00
3. On pose u, = /01 In(x) (1 — x)" dx.

n+1 1

(a) Montrer que u, | = w2 T e

(b) En déduire que u, = n_+_11 . (1 +%+ N L)

n+1
4. Montrer que I = —y ou y désigne la constante d’Euler, i.e.
n
y = lim — —In(n)
n—+oo

Mots clés :Intégrales impropre, inversion limite intégrale

Exercice 15 (5 % % %)

On pose
f: 1-L1[ —R

+00 .
x Z x" sin(nx)
n=1 "

1. Montrer que f est bien définie et qu’elle est de classe C!.



2. Calculer f’(x) et en déduire que

f(x) = Arctan <Ln(x)> .

1 — x cos(x)

Mots clés : Dérivation sous le signe somme

Exercice 16 (k% %% ;) - Méthode de Cavalieri

On considére )}, ., u, une série convergente a termes positifs. On pose

f: RY —R
t |—>Card{nE]N|un>t}.

Montrer que
T +o0
Zun = / fdt.
n=0 0

Mots clés : Inversion série intégrale

Exercice 17 (3% % %)

Soit b > 0 et f, une fonction définie sur le segment [0, b]. On pose Vn € IN,Vx € [0, b], £, (x) = /Ox fu(Ddt.
1. Etudier la convergence de Yt S

2. Montrer que la somme S(x) = an 1 (%) est solution d’un probleéme de Cauchy.

3. Calculer la somme lorsque b = 1 et f, est le prolongement par continuité de x — x In(x)e*.

Mots clés : Dérivation sous le signe somme, équation différentielle

Exercice 18 (5 %% % %)

On pose
fi: J]-1,400[ — R

x —> ?(—1)“111(1 + E)

n=1

1. Montrer que f est bien définie et qu’elle est de classe C'.
X
2. Montrer que Vx € ]—1, +oo[, f/'(x) = — /01 1t+ tdt'

-1
3. Trouver un équivalent simple de f en —1 et montrer que f(x) ~ r21(x).
X—>1T00

Indication : Pour I’équivalent en +oco on pourra commencer par faire une intégration par partie de I’expression de f'(x) trouvée
dans la question précédente.

Mots clés : Dérivation sous le signe somme

Exercice 19 (5 % % Y v¢)

On pose
f: 10,+400[ — R
+0o0
X +—> Y (=1)"sin <L> .
n=l nx?
Montrer que f est bien définie et donner un équivalent simple de f lorsque x — +o0.
+o00 _1)n+1

On donne Y,

n=1
Mots clés : Dérivation sous le signe somme

= In(2).



Exercice 20 (3% % % %)

On pose
fi: 10,+400] — R
+00 —1)"
x D ) .
n=0 1 +nx

1. Montrer que f est bien définie et continue.
1
14+

2. Montrer que Vx € ]0, +oo[, f(x) = fol dt. Montrer que

=1-2 s o (1)

X

3. En déduire les valeurs des sommes
+o0 . +00

S, = " os, =y Y
1_Zn+1et 2_23n+1'

n= n=0

Séries entieres

Exercice 21 (% ¢ vr¥ryyr)

Soit 3,50 a,x" et X, b,x" deux séries entieres de rayons de convergence respectifs R, et R,.
1. Montrer que ano (a,, + bn) x" a un rayon de convergence R > min (Rl , Rz) avec égalité si R; # R,.
2. Montrer que )}, a,b,Xx" aun rayon de convergence R > R|R,.

Mots clés : Série entiére

Exercice 22 (% % vr v vyr)

400 _pn
<1 PP z
Montrer a I'aide de la définition e* = 3 = que e*17%2 = %1%,
n=0 1
Mots clés : Série entiere

Exercice 23 (5 % % vrv¥¢)

On pose
f: R —R

x>0 r—exp (—l)
x<0 —0 *
1. Montrer que f est de classe C*.
2. La fonction f est-elle développable en série entiere en 0 ?

Mots clés : Série entiére



Exercice 24 (% % % Yry¥r)
Soitn>1letl, = f1+°° e dt.

1. Apres avoir justifié que I, existe pour tout # > 1 montrer que lim I, = 0.
n—oo

2. ATaide du changement de variable u = " donner un équivalent de /,, en +oo (on ne cherchera pas a calculer /100 %d u).

. . n
3. Déterminer le rayon de convergence de anl 1,z".

Mots clés : Série entiére, intégrale impropre

Exercice 25 (% % ¥ryr)
On considere la suite définie ! par u, = 0 et pour tout n > 1,u,,,; = 2u, + 2". On souhaite déterminer I’expression de u, en

+00
fonction de n pour tout n. On pose f(x) = Y u,x".
n=0

1. Montrer que pour tout n > 0,u, < 3". En déduire que f est bien définie sur un intervalle non trivial ] — R; R[.

2. AT’aide de la relation de récurrence montrer que

X
V-R<x<R f(x)=—.
f(x) 1= 2np
3. En déduire I’expression de u,, en fonction de n pour tout n > 0.
Mots clés : Série entiere, combinatoire
Exercice 26 (5 % % vr )
Soit S(x) = ano u,x" une série entiere de rayon de convergence 1.
+oo
1. Déterminer une série entiere S(x) = Y. u,x" de rayon de convergence 1 telle que lin}S(x) existe et telle que ), u, ne
=0 X— -
converge pas. !
+oo
2. On suppose désormais que Vn € IN,u, > 0 et que lin}S(x) = ¢. On veut montrer que Y, u, = ¢.
X— n=0
(a) Montrer que x — S(x) est croissante sur [0, 1[.
N
(b) Montrer que VN € N, ¥ u, < 7.
n=0
+o0
(c) En déduire que )., u, converge et que Y, u, < 7.
B n=0
+0o0
(d) Montrer que pour toute > 0, Y u, > £ — €.
n=0

(e) Conclure.

Mots clés : Série entiére, inversion limite intégrale

Exercice 27 (%% %) Inspiré de CCINP 2023 (PSI)

On souhaite calculer W, = ]0” sin?"(7) dt pour tout n € IN. On pose

f: R —R
x > [, cos(xsin(r)dt.

1. Justifier que f est bien définie.

2. Montrer que f est de classe C? et calculer f/ et f'.

1. 1l s’agit d’une suite qui intervient dans des problémes de répartition des carrés dans les corps finis.



3. On pose h(x,t) = cos(t) sin(x sin(¢)). Justifier que pour tout x la fonction A(x, -) est dérivable et calculer %(x, 1).

4. En déduire que f est solution de I’équation différentielle
"+y +xy=0. (E)

5. On suppose qu’il existe une solution de E développable en série enti¢re sur un voisinage de 0 qu’on écrit Z:io a,x". Montrer
qualorsa; =0etque Vi > 2,a, = %

6. Montrer que f est développable en série entiere sur un voisinage de O et exprimer ses coefficients en fonction de W,.

7. En déduire que f est I’'unique solution de E vérifiant f(0) = x.

8. En déduire I’expression de W, pour n € IN.

Mots clés :Intégrales a paramétres, équation différentielle, série entiére

Exercice 28 (3 % % % ¢)

On pose &, le groupe des permutations de n éléments. Une involution de ¢ € &,, est une permutation telle que 6> = coo = id.
On pose u,, le nombre d’involutions de &,,. On souhaite calculer u,, pour tout n. On pose uy = 1.

1. Calculer uy et u,.

2. Montrer que pour tout n > 1,u,, | = u, + nu,_;
+oo

3. On considere la série entiere f(x) = Y, %x".

n=0
(a) Montrer que le rayon de convergence R de f vérifie R > 1.

(b) Montrer que
Vx €] = Ry R, f/(x) = (1 + x) f(x).

(c) En déduire une expression de f a 1’aide de fonctions usuelles.
(d) Montrer que pour tout n € N,

—

'§J

= kl(n— 2k)'2"
oll |-] désigne la partie entiere.

Mots clés : Série entiére, combinatoire

Exercice 29 (k%% %% %) - Nombres de Bell

On définit B,,, appelé nombre de Bell, le nombre de partitions d’un ensemble a n éléments. Par convention, on pose By = 1.
1. Calculer By, B, et Bs.
2. Montrer la formule d’Aitken :

+o0 n
3. Onpose B(x) = ), an—|.
nmo !

(a) Montrer que le rayon de convergence de B est infini.
(b) Montrer que Vx € R, B(x) = e® 1.

K + k)" n
(c) Montrer que pour K > n,Vk € IN, g < K—
(K+k)! ~ jIK!

n

Q| =
M=
|?~T‘

~
Il

[}
=

n
(d) Soitn € Net K > 2 tel que % < 1. Montrer la formule de Dobinski : B, = { |

| + 1 ou |-] désigne la fonction

partie entiere.

Mots clés : Série entiére, combinatoire



Exercice 30 (k% %% %) - Partitions d’entiers a sommants bornés

Soit n € IN et m € IN*. Une écriture n = 51 + -+ + 5, avec s; € IN* s’appelle une partition de n et les entiers s; des sommants.
On définit p,, ,, le nombre de fagon de partitionner » en au plus m sommants. Par convention on prendra p; ,, = 1. On pose

400
S(x) = an’mx".
n=0

1. Montrer que le rayon de convergence de S est 1.

2. Montrer que p,, , = #{((xl, ,am) eEN"|a; +2ay + - + ma, = n} .
1

(1= x)(1 = x2) - (1 —x™m)’

4. On s’intéresse désormais au cas m = 3.

3. Montrer que Vx €] — 1, 1[, S(x) =

(a) Compléter les coefficients manquants a, b, ¢ et d dans la décomposition en éléments simples dans IR(X) suivante

1 _ a +l 1 17 1 b + cx+d
1-x)(1-x2)(1-x3) (1-x7 40-x? 721-x l+x 1+x+x2

(b) En déduire que p, ; est I’entier le plus proche de %(n + 3)2 (on distinguera les quatre cas n pair ou non et n multiple de
3 ou non).
Mots clés : Série entiére, combinatoire

Exercice 31 (k% %% %) - Théoréme de Molien

Soit n > 2 un entier. Soit A = C[X, ..., X,] et pour k € IN, A; le sous-espace de A constitué des polyndmes homogenes de
degré k. Soit G € GL,,(C) un sous-groupe fini. On définit les morphismes de groupes

p: G — GL,(A) o pW: G — GL,(A)
g — (P PE (X, ..., X,) g — (P P '(X),.... X))
Xl
o g7'(X|,...,X,) = g '| : | Enfin, on définit Ag = {P€ A |VgEG, p(P)=P}etag, = dim(AkG). On veut montrer le
X

n
théoreme de Molien : pour tout x suffisamment petit on a

+o0

ko 1Ly 1
2 a = G| 2 det(l, — xg)’

k=0 geG

1
1. Onpose p = Gl Y pP(g).
geG

(a) Montrer que p est un projecteur sur Ag.
(b) En déduire la formule de Burnside :

ap = = 3 Tr (p(g)).

G| =2

2. Soit g € G de valeurs propres A, ..., 4

ne

(a) Justifier qu’il existe un intervalle ]—r, r[ que I’on précisera sur lequel

+o0
1 k k k
v 2: 2 At ) Xk
det(In - xg) k=0 <k1+...+kn:k ! " >
ky

(b) Justifier que tout élément g € G est diagonalisable. En déduire que Tr(p® (g™ ) = ¥ 4" 4,"
Ky, =k

3. Conclure.

Mots clés : Série entiére, groupes



Exercice 32 (k% %% %) - Permutations et tangente

Soit n > 1 un entier. On dit qu’une permutation ¢ € &, est alternée lorsque o(1) < ¢(2) > ¢(3) < ¢(4) > .... On note «, le
nombre de permutations alternées et, dans cet exercice, on s’intéresse a (7,,) définie par Vp € N, T,, =0et T,,,| = ay,,. On pose

+00
x2p+l

Tx) =Y Ty = —.
0 Z()Z”“(zpﬂ)!

1. Justifier que le rayon de convergence R de T satisfait R > 1.
2. Montrer que si ¢ est une permutation alternée de &, alors 6~ 1(2p + 1) est pair. Calculer T} et Tj.
3. Montrer que Vp € N,
p—1 )
_ 4
T2p+1 - q;o <2q + 1>T2q+1T2p—2q—1'
En déduire la valeur de 7.

4. Montrer que T est solution sur ]—R, R[ de I’équation différentielle
/2
y=y+1 1)

5. Résoudre I’équation (1) et en déduire I’expression de T sur |—R, R[.

Mots clés : Série entiére, équations différentielles, combinatoire



Eléments de corrections - Suites et séries de fonctions

Suites de fonctions

Exercice 1 (correction)

1 .
= "~ = - on a donc convergence uniforme vers 0.

n r n, —— < —
On a pour tout x, T S T

Exercice 2 (correction)

1 1

On a pour tout #, x, o < o

donc on a convergence uniforme vers la fonction nulle.

Exercice 3 (correction)

On voit qu’a x fixé on a toujours f,(x) — x donc f(x) = x est la limite simple de f. On a |f(n) - f,,(n)| = ‘n — g’ — +o00 # 0 donc
la convergence n’est pas uniforme. Soit I = [a; b] un segment. Alors, sur I, on a x> < M? avec M = max {|a|, ||} donc |f(x) - fn(x)| <
M <1 - 11\/12 — 0 donc on a convergence uniforme sur tout compact.

]+—2

Exercice 4 (correction)

On remarque que (f,,) converge simplement vers V x? = |x|. On a alors

1'|'X2—.762 1 1

fa(0) = Va2 = — > <

1 |
NI n<\/£+x2+|x|> Vn

La convergence est donc uniforme. Si la suite des dérivées convergeait uniformément, la limite serait aussi dérivable. Ce n’est pas le cas car |x|
n’est pas dérivable en 0.

Exercice 5 (correction)

On remarque que Vun € IN*, £,(0) = f, (%) =0eté € ]0, %[ fixé f,(6) = n%cos(6)" sin(o) tend vers O par croissance comparée car

0 < cos(6) < 1. Donc, si (f,,) converge uniformément vers une fonction il s’agit de la fonction nulle. On étudie les variations de f,. On a

Vx € [O, %] ,Vn € IN*,

f1(x) = n” (cos(x)"*! — nsin(x)* cos(x)"!)

= n%cos(x)""" (cos(x)* — nsin(x)?)

= n® cos(x)""! (cos(x) + \/;sin(x)) (cos(x) — ﬁsin(x))

10




Puisque cos et sin sont tous les deux positifs sur I'intervalle d’étude et que f,(0) = f, (%) = 0 I’abscisse x,, du maximum f,, est atteint

. P . . 1
strictement entre O et % On en déduit que cos(x,,) = \/Z sin(x,,), i.e. x,, = Arctan (—> .
n

I ne nous reste plus qu’a estimer f,,(x,,). On a, en utilisant Arctan(u) = u+O (u*) et cos(u) = 1 —u? + O (u*) que cos <Arctan (L >) =
n

n

N

(1 - ZL +0 (%)) ~e 2. Al’aide dun DL; de Arctan et de sin on a sin(x,,) ~ L On en déduit que
n n n

1 1
sup f,, = fo(x,) ~e 2n""2.

Puisque f,, converge simplement vers 0 la convergence est uniforme si, et seulement si f,(x,,) tend vers 0, i.e. si, et seulement si & < —.
2

Exercice 6 (correction)
On a pour tout x > 0, lim f(nx) = 0 donc la limite simple de f,(x) = f(nx) sur ]O, 1] est 0. Malheureusement la limite n’est pas uniforme
n—0o0

parce que, par exemple, f, ( 3) = f(a) qui ne tend pas vers 0 si f(a) # 0. En fait, la limite est uniforme si et seulement si f = 0. On remarque

que f est bornée. En effet, par définition de la limite, il existe 6 > 0 tel que pour tout x > §, | f(x)| < 1 (définition de la limite nulle en +oco avec
€ = 1). Par ailleurs, f est continue par morceaux sur [0, §] qui est un segment donc bornée. Elle est donc bornée sur R* par une constante disons
M . On peut alors conclure de deux maniéres différentes.

Par convergence dominée. La constante M est intégrable sur [0, 1] donc I’inégalité | f(nx)| < M fournit une domination qui permet d’inverser
limite et intégrale.

A la main. Soit£>Oet5>0telque‘v’y25,|f(y)|S%.Soit1>v>0.0napournv25
1 Y 1
/f(nx)dx = / f(nx)dx+/ f(nx)dx|.
0 0 %
— ——

<vM
. . 1 1
Si on choisit v = ﬁ on a alors |fv f(nx)dx| < %(1 —v) < % on a donc |f0 f(nx)dx| <e.

Exercice 7 (correction)

On rappelle qu’une série alternée est majorée en valeur absolue par son premier terme et est du signe de son premier terme.

1. Soit x > 1, la suite f,(x) = (—=1)" —— est alternée, décroissante en valeur absolue et tend vers 0 donc la somme converge.

1()

2. On pose f,(x) = . On considere suite des restes pour p > 2,

ln( x)

(=1t 1 1
|R( )| - Z In(nx) 1n(px) IH(P).

Donc (R,) converge uniformément vers 0 donc la série de fonctions anl f,, converge uniformément vers f(x). Par ailleurs, xl_i)r+noo fu(x) =

+o00
-1 1 . _ (_l)n—l
n>2 lrl(nx) qu1 converge donc vers S = n§2 In(n)

¢, = 0donc lir+n f(x) = 0. On applique la méme chose a la série de fonction ). lorsque
X—>+00

x tend vers 1. On en déduit que

f(x) = 2( ! +00.

In(nx)

H,_z
-S

—+00

11



3. Ona f x)= ln ( . Il s’agit toujours d’une série alternée donc Zn> 1y " converge sur ]1, +oo[ et la série des restes d’ordre p est majorée,
en valeur absolue, par < par décroissance de x — ; La série des dérivées converge donc uniformément ce qui
xIn(px)? ~ In(p)? x In(px)?
prouve que f est C! et Vx € ]1, +oco[,
(=D"
116 = Z 4 x In(nx)?

qui est du signe du premier terme, i.e. de —— < 0 donc f est décroissante.

x Ini ( xIn(x)?
1
xIn(nx)?  yln(ny)?

+oo
Pour x > y, f'(x) — f'(y) = Z(‘U"(
n=1

. . , L 1
qui est toujours alternée par décroissance de x —» ———. Elle est
x In(px)?

donc du signe de son premier terme qui est > 0 donc f' est croissante donc f est convexe (pensez a ne pas dériver

yIn(y)?  xIn(x)?
systématiquement pour établir la monotonie d’une fonction surtout lorsque vérifier la dérivabilité peut étre pénible comme c’est le cas pour

les limites de suites de fonctions ou pour les intégrales a parameétres).

4. Tracer le graphe d’une fonction qui ressemble a x —

sur I’intervalle de définition (attention qu’elle n’y ressemble qu’au tracer, pas

de facon asymptotique).

Exercice 8 (correction)
1. Pour t > 0 fixé la suite (—1)"+1e~9% est alternée (signe alterné, décroissante en valeur absolue et tend vers 0) donc la série converge, i.e.
N

f est bien définie. On considere fy(x) = Y (=1)"*le=%! Soient @ > 0. Puisqu’une série alternée est inférieure en valeur absolue a son
n=1
premier terme, on a V¢ € [a, +oo],

+oo
|f(x) — fN(_x)l = Z (_l)n+le—ant < e IN+1! < @ TIN+IY,
n=N+1
Ce qui prouve la convergence uniforme sur tout segment de fonctions continues donc f est continue.
2. En majorant la série par son premier terme on a

fn() < e

ce qui fournit une domination de la suite f, par une fonction intégrable donc f est intégrable et on peut intervertir limite et intégrale ce

qui donne
+00 T +oo
/ f(Hdt = Z(—l)"“ / el dt
0 =l 0

+o0

— Z(_l)n+l . l
n=1 n

© (_1)n+1
n=1 an
3. On peut appliquer cela au cas particulier ot a, = n. Dans ce cason a f () = — Z:"zl (—e " = 1+ — qu1 se primitive donc

en In(u). On a donc

[80]
(=Dt /+°° —e! —t\]+o
“~ n 0 14+et [n( e )]0 n( )
Exercice 9 (correction)
On peut écrire
! te” —(n+ 1)t
d—1 1-e' 2 e

12



Par ailleurs, pour tout n la fonction te~("+1)! est intégrable sur [0, +oo[ (car c’est un O < ) en +oo par exemple). De plus, en intégrant par partie

+00 +oo
/ to= Dt gy — [ —t e—(n+1)z]+°° 4! / o tig = 1
0 n+1 0 n+1 /o (n+1)2

Puisque f,,(t) = te”"*1! est positive et que son intégrale est le terme général d’une série convergente I’inversion série-intégrale est 1égale. On a

pour éliminer le ¢, on a

donc
+too t sy (n+1) 1 +0°1 772
dt: t_n+ tdt _ = —,
/0 o1 nz/ ¢ Z(n+l)2 z{n2 6

Exercice 10 (correction)

Pas de probléme de convergence en 0 et en +oo notre fonction est équivalence a e~ positive et d’intégrale convergente donc tout converge
bien. On a par ailleurs ﬁ =e! T ete < 1 pourt > 0 donc on a le développement suivant e~ F =e! Z( 1)te™ = Z( 1)te~(n+Dr
dont le terme général est intégrable en valeur absolue donc on peut faire I’inversion série intégrale ce qui donnen_o

too oo +00 (1) 1o (=1
di= ) (-1 gy = = In(2).
_/0 +eé };)( ) /0 ¢ ng:‘) n+1 @

Exercice 11 (correction)

On pose g,(t) = lef(?

nif(t
O(1). Donc on a ( ) =0 ! 5 | lorsque t — 400 qui est intégrable car ~ lz
(1 12) (1+12) f

La fonction f est continue en 0 donc pas de probleme d’intégrabilité en cette borne. Puisque f est bornée c’est un

Puisque f est C' enOona f(u) = f'(0)u + o) = f'(0)u + ue(u) avec £(u) = 0. En appliquant cela a ¢ fixé pour »n grand on a lim g,(t) =

u—0
@ = (fl (Oit) . On a donc la convergence simple de la suite (g,) mais ¢a ne suffit pas.
On veut réussir a dominer g, indépendamment de n. Pour cela on aimerait montrer qu’il existe M > 0 tel que f(x) < Mx. Puisque f est

supposée bornée lim 1)

= 0, i.e. il existe x, € R* tel que Vx > x, | f(x)| < x (définition de la limite avec € = 1). Par ailleurs, la fonction
X—>+o0

f est C! sur le segment [0, xo] donc, avec M’ un majorant de f’ I’[O 1] P le théoreme des accroissements finis appliqué a I’intervalle [0, x] on a
| f(x) = f(0)] £ M'(x —0),ie. |f(x)] £ M'x. Avec M = max M', 1 on abien Vx € R*,|f(x)| £ Mx. On en déduit que

M2

g,(1) < m

et cette derniere fonction est indépendante de n et intégrable on peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

Il ne reste plus qu’a calculer la limite. On fait une intégration par partie de /0 (1) sdt avecu = tet v/ (1 2f2)2 qui se primitive en 1:r_112
+r
(en effet, v’ de la forme ﬁ)' Cela donne
(o] +o00
212
/ dr = ¥
0 (1+t2)2 1+t2 0 1+t2
~/ . ~ >
=0 =§ (car primitive Arctan)
On peut enfin conclure que
+00 ntf (n)
lim / 7).
n—+oo 0

13



Exercice 12 (correction)

. . T L f(x) +00 f<y>
En appliquant le changement de variable y = xnon a fo T dx = [, ) dy. 1l s’agit donc s1mp1ement de justifier I’inversion limite
intégrale. Par hypothése AM € R,Vx € R*, f(x) < M donc I'intérieur de I’intégrale est dominé par ;— > qui est intégrable et ne dépend pas de
nf (X) PAQ) —
M donc JL“JO/ dx = fo L%ay = r0)%.

Exercice 13 (correction)
On a I’encadrement 0 < x [—J < 1 donc I’intégrande est bien intégrable en O et elle est continue par morceaux.

[ootte-g o

n+l

Gréice a la relation de Chasles on écrit

Pourk—H<x<—0nak< <k+1d0ncl1J = k. On a alors

n

L _lg 2k+1 _ 1 1 1
/ l dX—z '/k_deX— 2<k2 (k+1)2> 2§k(k+1)2 2;(k+1)2+k(k+1)

n+1

la derniere ligne étant obtenue en séparant écrivant le numérateur 2k + 1 = k + (k + 1). Par ailleurs T (kl+ 5= % - kil ce qui donne, par un

télescopage puis un changement de variable,

n n n+1 n+1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5;(k+1)2+k(k+1)_5((;—(k+1)2>+1_n+1>_§<<éﬁ)+l_n+l>_E((;ﬁ>_n+l>'

En prenant la limite on a alors

Exercice 14 (correction)

1. Par croissance comparée In(t)e™ = O <%> en 0 et In(t)e™” = O <%2) en +oo donc intégrable aux deux bornes (et continue entre les
t
deux).

n n
2. La suite de fonction f,(t) = ( 1- ﬁ) 1g.,(7) définie sur R™* est continue par morceaux et, par I’inégalité In(1 —u) < —uon a (1 - i) =

In(1-% . . . . . e .
e n( ") < e ce qui permet de dominer f, par @(f) = e~ qui est intégrable et donc d’intervertir limite et intégrale.
3. (a) On fait une intégration par partie dans u,,; en primitivant 1 en x et en dérivant In(x)(1 — X)L

1 1
un+1=/0 1 x In(o)(1 — x)" ! dx = [xln(x)(l—x)”“](l)—/o x(%(l—x)”“—(n+1)ln(x)(l—x)”)dx
1 1
—/ (1—x)”+ldx+(n+1)/ xIn(x)(1 — x)" dx
0 0
1
=—nJ+2+(n+1)/0 (x = 1+ 1) In(o(1 = x)" dx

1 1
-1 _ (n+ 1)/ In(x)(1 — x)" dx +(n + 1)/ In(x)(1 — x)" dx.
n+2 0 0

J . J
g 2'g
Upt1 Uy

Ce qui donne bien (n + 2)u,, . = —ﬁ +(n+ Du,.
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1 4 n—1 1 .
(b) En posant w, = (n+ Du, ona w,,| = w, — L Donc, par télescopage, w, — wy = ), _, — 1 mais wy = uy = —1 donc
w, =Y %, d’ou le résultat.
Iy = — ) dx = In(m) nl 1Y
4. On a par changement de variable x = S Uy = f niln(nx)(1 —x)"dx =n <u T ) = n+1 <ln(n) Ek:l k) y.

Exercice 15 (correction)

1. Soit—1 <x < 1.0na lx n sin(nx) ntl

<|x

| Donc la série converge absolument. Donc f(x) existe bien sur |—1, 1[.

x" sm(nx)

On pose f,(x) = pour n > 1, |x| < 1. Par ailleurs pour tout 6 < 1 et x € [-6, 5]

» D’apres ce qui precede Y f, converge simplement.

e Soit0 < 6 < letx € [-6,6] |f(x)| = |x"‘1 sin(nx) + x" cos(nx)| < 26" dont la série converge donc Yns1 [a(x) converge
normalement donc uniformément sur tout segment de la forme [—6, 6].

+o0
donc festCletona f/(x) = Y x"!sin(nx) + x" cos(nx).
n=1

2. On pose g(x) = Arctan <%> et on calcule séparément f’(x) et g’(x).
+o0 1 +o0 +o0
i _ n—1 _: n _ x| L ix\" _ ix\"
f(x)—Zx sin(nx) + x cos(nx)—\s<x2(xe )>+§R< 1+2(xe )>
n=1 n=0 n=0
S (1 —xe > R (1 —xe*
=S (L ) (e )= 1 ( ), B ),
x 1 — xe™ 1 — xelx X |1 - xeix|? 11 — xeix|?
1 x sin(x) 1 — xcos(x) | = sin(x) + 1 — x cos(x) — 1 + 2x cos(x) — x2
x1—=2xcos(x)+x2 1—2xcos(x)+ x2 1 — 2x cos(x) + x2

_sin(x) + x cos(x) — x2
T 1-2xcos(x) + x2

Par ailleurs,

(sin(x)+x cos(x))(1—x cos(x))—x sin(x)(— cos(x)+x sin(x))

. /
- 2
Arctan< X Sin(x) > = (1=x cos(x))
1 — xcos(x) | ( i) )2
+
1—x cos(x)

sin(x) — x sin(x) cos(x) + x cos(x) — x2 cos(x)? + x sin(x) cos(x) — xZ sin(x)?
(1 = x cos(x))? + x2 sin(x)?

_sin(x) + x cos(x) — x?
1 — 2x cos(x) + x2

On a donc f/(x) = g’(x) donc f et g différent d’une constante. Mais f(0) = 0 et g(0) = 0 donc Vx € |-1, 1[, f(x) = g(x).

Exercice 16 (correction)

siu, >t

. . . . . +o0
sinon . La fonction f,, vaut 1 sur [0, u,,[ puis O ensuite. Elle est donc intégrable et /0 f,(dt =

On considere f,(1) = 1y, ;) = { (])

u,. On en déduit que

40 N N
/0 Z fudt =Y u,
n=0

qui converge donc on peut intervertir série et intégrale ce qui donne

+o0 To0
/O Zf (dt = 2

+oo
Or la fonction ). f,(¢) est bien f(2).
n=0

15



Exercice 17 (correction)

1. On remarque que f; étant une primitive d’une fonction continue, elle est de classe C'. Par une récurrence qu’on ne détaillera pas f, est de

classe C". On a aussi Vn € IN*, f,,(0) = 0 donc Vk < n — l,f,sk)(O) = f,_x(0) = 0. Par ailleurs, f,,(”) = fy qui est bornée sur [0, b] car
continue sur un segment. On a alors, d’apres 1’inégalité de Taylor-Lagrange

n bn
0] < 1ol 2 < 1ol 2

On en déduit que Y ., f, converge normalement sur [0, b].

n>1

2. Puisque la convergence est normale S(x) existe pour tout x € [0, b] et on peut intervertir somme et dérivation ce qui donne

+

+oo [+
S'(x) = Z L1 = ) fu1(X) = fo(x) + S(x).
n=1 1

n=

Par ailleurs on a .S(0) = 0 donc S est solution du probléme de Cauchy

{ y=y=/
$(0) = 0.

3. Les solutions de I’équation homogene sont de la forme x — Ae* pour A € R. On cherche une solution particuliere de 1’équation par la
méthode de variation de la constante, i.e. avec yy(x) = A(x)e* ce qui donne A'(x)e* = x In(x)e*. On en déduit que A est une primitive de

2
x In(x). On peut en déterminer une en faisant une intégration par partie ce qui donne f xIn(x)dx = xZ (21In(x) — 1). On en déduit que
2
Yo(x) = XI (2In(x) — 1) e* est une solution particuliere et qu’il existe 4 € R tel que S(x) = yy(x) + Ae*. Puisque S(0) =0ona i =0.

x2
Donc S(x) = T 2In(x) — 1) e*.

Exercice 18 (correction)

1. Attention a ne pas tomber dans le piege de prendre un équivalent : on rappelle que lorsque la série n’est pas de signe constant on ne peut
pas conclure sur la convergence ou non d’une série. On propose tout de méme deux méthodes.
X
In (1 + —)
n

In (1 + E)‘ =1In (1 + f) qui est décroissante
n n

Meéthode 1 : Par le théoréme des séries alternée. Si x = 0 la série est nulle. Si —1 < x < 0 alors

= —ln<1 + i) qui est
n

décroissante (par rapport a n) et tend vers 0 lorsque # — +o00. De mé&me pour x > 0,

et tend vers 0.
Méthode 2 : Avec des développements limités. A x fixé ona (=1)"In (1 + E) = (—1)”E +0 (%) Il s’agit de la somme de deux
n n n

suites qui sont le terme général de séries convergentes.

(="

Ainsi, f est bien définie sur son ensemble de définition. On pose f,(x) = (=1)"In (1 + f) qui est de classe C* et fr;(x) = A x
n X+n

fixé f n’ (x) est le terme général d’une série alternée donc convergente et, puisqu’une série alternée est majorée, en valeur absolue, par son

+00 1" 1 1
> ) < < — 0. Ainsi la série des restes de ), f converge uniformément vers 0 donc

premier terme, on a pour p > 2, <
n=p X tn x+p p-1

f estde classe C! et
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+oo (1)1 N n
2. Ona f'(x)= Y, b lim )

1
n:1x+n N—>+oon1x+n

Mz

Z( l)n/ x+n—ldt
=/ * Z(—l)"t"“dz
B 1 1_( t)N N tx+N
_/0 B /_dH_( b /0 Trd

X
— 0. Donc, par unicité de la limite on a bien f/(x) = — /01 lt—dt.

=1

1 tx+N

or|fy =

fltx+thS;
0 x+N+1

+oc0
3.0na f(x) =—In(1+x)+ Y. (-1)"In (1 + E). Le second terme étant bien défini sur ]—2, +oo[ il a une limite finie lorsque x - —1. En
n=2 n
revanche, — In(1 + x) — +o0 donc f(x) ST In(1 — x).
.

Par ailleurs, en intégrant par parties, en primitivant *, on a

, _tx+1 1 1 tx+1 p 1 R
fx= [(x+1)(1+t)]0_/0 (x + (1 +1)? i T T )

X+l x+1 X 1 1 X
avec 0 < R(x) = [ m 1< f) (;+ = xi 1 —x}rz.Enﬁn,onaf(x)—f(O):/O Fde=-20CFD L R

2
Or
| 1 x+1
0<R(@) < T ﬁdt =In(x+1)—In(x +2)+InQ2) = <x — 2) +1In(2) = In(2).
On a donc | )
0= 40y~ -1,

Exercice 19 (correction)

On pose f,(x) = (=1)"sin < ! > pour n > 1. Soit x € R*™* fixé. Pour n, € IN* tel que Vn > n, L < E la suite <sin <L>> est
nx? nx2 nx n>n,
décroissante (car sin est croissante sur [0, 7 /2]) et tend bien vers 0. Donc la suite de fonction (f,,) est alternée a partir d’un certain rang donc
converge.

+oc0
On considére x2 f(x) = Y (=1)"x2 sin <—2 . Puisqu’une série alternée est inférieure a son premier terme en valeur absolue on a, a partir
nx

sin <L> < |xZsin <L>
nx?2 px2

N
donc la suite de fonction ( D (—1)"x2 sin <—2 )) converge uniformément ce qui permet d’échanger limite et somme. On a donc
nx

d’un certain rang,
+o0

Z(_l)nXZ

n=p

!
p

n=1
lim x2f(x) = f( 1)" — _In(2) donc f(x) ~ —22)
X—+00 ~ x2 ’
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Exercice 20 (correction)

1. Ax>0ﬁxélasuite< !
1+n

a > 0 et x > a. Puisqu’une série alternée est majorée en valeur absolue par son premier terme on a

) est décroissante et tend vers 0 donc la série converge simplement par le théoréme des séries alternées. Soit
n

1\
Z( 1) < 1 < L
1+ nx 1+px ~ 1+ pa

Ainsi, f est limite uniforme sur [a, +oo[ de fonctions continues donc elle est continue sur tout intervalle de cette forme donc continue sur
R**.

2. On propose deux méthodes. L'une d’entre elle utilise le théoreme de convergence dominée que vous n’avez peut-&tre pas encore vu, 1’autre
est plus élémentaire mais plus longue.

p s . . 1 , T 1o
Méthode 1 : Par convergence dominée. On peut voir T comme la somme d’une série géométrique : 1 = Y (=1)""*. Par
n=0
N
ailleurs la majoration | Y (—1)"#"*| < 1 = @(¢) par une fonction intégrable fournit une domination qui permet d’échanger limite et
n=0

intégrale. D’ou

1 1 +oo +o00 (_1)n
/0 —d /Z( D™ dt = Z( 1)/tdr=§)l+nx=f(x).

_ 1\
Méthode 2 : A la main. Par définition pour tout x > 0, f(x) = 11m Z ( ) . D’autre part,
—) o0 n=| 0
N- 1 1 N1 1 N 1 1
1— (-t~ Nx
z Z( l)n/ Tnxdt=/ 2(—tx)ndl‘=/ #dtz/ 1 dl—(—l)N/ t dt
= 0 o = 0 I+ o 1+ o 1+tx
Or fl il dt| < /1 tNxdr = LN 0. Donc on a bien, par unicité de la limite, f(x) = /1 Ldr.
Ol |70 1+ Nx O 14

A . N . L. X . . . .
Pour les mémes raisons que dans la premiére question la série Y., . ,(—1)" 1 converge uniformément. En effet, on peut majorer uni-
= X

+oo_ n _
Z( l)xS b :ll+px 1=l 1 1 Sl.
= 1+ nx 1+px p 1+px D 14+ px p
N

Ceci qui permet d’échanger lim et lim dans les sommes partielles Y (—1)"
Notoo  x—+oo 1

formément les restes

x . N

(on doit commencer a 1 car pour n = 0 le terme
n=1 X
est x qui ne converge pas lorsque x — +o0). On obtient donc

+oo(_1)n
xf(x)—x—Z( 1)nl+nx_)Z no

n=1

Il ne reste plus qu’a remarquer, avec le changement de variable k = n — 1 et ce qu’on a prouvé au début de la question, que

+oo 1
D ey [ g
ZT —=-f)= /0 o dt=—In@).

On adonc bien f(x) =1 — In@) +0<l).
x x

3. On sépare les termes pairs et impairs ce qui donne

+o0 n

" (=1)" o D s D
Zn+1_22n+1 z(4)2n+2_”§4)2n+1 52 [=/@+ f(l)

18



1

Grace a la question précédente on a f(1) = In(2) et f(2) = /01 dt = [Arctan(t)](l) = Arctan(1l) = % Donc

1412
+2.o 1 T + 11n(2)
T anrl 40 2
L’autre somme qui nous intéresse est f(3) = /01 l—t3dt. Nous allons faire une décomposition en éléments simples. On a 1 + 1> =
+

(1+10)(1 —t+1*)et 1 —t+ > a pour racines @ = ¢'3 et w. En faisant les calculs on obtient

LS 0 WY o 2 W O A S U W WS S
1+ 3\1l+t 1-t+1¢ 3\1+t 2£2-1+41 2122 —t+1

Une primitive de L est In(1 + ¢), une primitive d¢ =————— est In(t> — ¢ + 1) et une primitive de L s’obtient en passant a la
o L+ ?—t+1 , o P—t+1
forme canonique au dénominateur et en essayant de reconnaitre la dérivée d’une Arctan(-) comme ci-dessous
1 _ 1 _4 1
2—t+1 2 573 2
(t - l) +3 2 1
2 4 — =3 +1
V3
2
_4V3 V3
32

Au final, on a

= — 4+ — Arctan

3 \/3 V3 3 \/5

_m®)

3753

1 1 2 1 1
S;==-In(2)— = x0+ -— [ Arctan| — Arctan [ —
R o G CO M C)

1
2
V3

_ n®@ 2 = In(2) + 2 Arctan (tan (%))

Séries entiéres

Exercice 21 (correction)

1. Soit r < min(Ry, R,) alors la suite a,r" + b,r" tend vers 0 comme somme de suite qui tend vers 0 donc R > min(Rj, R,). Par ailleurs si
R, # R,,disons R; < R, alors pour Ry < r < R, lasérie )}, - a,r" +b,r" diverge grossi¢rement comme somme d’une série convergente
2150 ba" et d’une série grossierement divergente Y oo a,r".

2. Soit r < R R,. D’apres le produit de Cauchy les coefficients du développement en série enticre du produit an() a,x" an() b,x" sont

n n n
) akbk‘rn <X

donné par ¢, = Y, a;b,_;. On écrit r = ryry avec r| < Ry etry < Ry. Par hypothese |c,r"| =
k=0 k=0 k=0

bn_krg_k| est bornée disons par M donc |¢,r"| < M ¥ _ |ax| r¥ < M Y% |a,| x* donc |c,r"| est bornée donc R > Ry R,.

n—k

bn_kr2

k
akrl‘ 'Or
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Exercice 22 (correction)
On a

oo n Zn—k
2 .
= — (par produit de Cauchy)
n=0 \ k=0 kt (n— k)'>
+o0 n
1 <"> k n—k
= Z pr 212,
s i \k
i (z; + 25)
= z ! ' 2 = eutn (par le bindme de Newton)
=0 n!
Exercice 23 (correction)
. ‘- I, . fx)=fO0) _ A
1. La fonction f est évidemment de classe C* sur |—o0, O[ et sur ]0, +oo[. De plus on a 11%1+—0 = 0 et de mé&me a gauche. Donc f
x— X —
est dérivable en 0 de dérivée f’(0) = 0. On montre trés facilement par récurrence que pour tout k € IN, 3F,, un fraction rationnelle telle
1

que Vx > 0, fPOx) = Fk(x)e_;. Quelle que soit la limite de Fj, en 0, par croissance comparée lir(1)1+f(k)(x) =0 = f®(0). Donc f est
X—
bien de classe C*.
n
2. Si f était développable en série entiere en O on aurait alors pour un certain R > Oet x € ]-R,R[, f(x) = Z:ﬁ% f (”)(O)x—' = 0or
n!

Vx > 0, f(x) > 0 ce qui est impossible.

Exercice 24 (correction)

1. Ona pour tout n > 1, pour tout x > 1, f,,(t) = e < e = (t) et on remarque que ¢ est intégrable. Notre suite de fonction est donc bien

intégrable car dominée et, d’apres le théoréme de convergence dominée on peut inverser limites et intégrales. Ce qui donne lim 7,, = 0.

o0 o0 —
_m 1 e

/ e’dt:—/ —du
1 nJji —

n—1 —u —u —u
Toujours par le théoréme de convergence dominée, puisque u » > 1, < < e~ donc [*° <—du — [~ “~du= I donc I, ~ L
1 n=1 1 u n n

= Ly =
un un

2. Le changement de variable donne

3. D’apres la regle de D’Alembert le rayon de convergence est 1.

Exercice 25 (correction)

1. Par récurrence. On a bien uy = 0 < 3% = 1. Soit n > 0 tel que u,, < 3" alors u, | = 2u, +2" <2-3" +3" =3.3" = 3"+1
On en déduit que le rayon de convergence R de f est supérieur a celui de Y’ 3"x" qui est % d’apres le critere de d’Alembert.
2. Ona

+00 +o0 +00
fx) = Zunx“ = Z u,x" = Z Uy X"

n=0 n=1 n=0
+0o0 +00

= )" Qu, +2Mx" = 2xf(x) + x ) (2x)"
n=0 n=0

x
=2xf(x)+ T ox

d’ou le résultat attendu.
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3. On calcule —— iz 2 e Ona

!

SN B 3 ey
(1-2x)? 2\1-2x 2\ ~
n=0
1 +o0
— 5 Z nznxn—l
n=0
+0o0
— Z nzn—lxn—l
n=0

En multipliant par x et en identifiant les coefficients par unicité des coefficients des séries entiéres on obtient Vn > 0,u, = n2"!.

Exercice 26 (correction)

A venir.

Exercice 27 (correction)

On pose g(x,t) = cos(x sin(?))

1. Pour tout x € R fixé f — g(x, ) est continue sur le segment [0; 7] donc intégrable.

2. Onabien at fixé x — g(x,t) de classe C* et toutes les conditions de continuité par morceaux des dérivées partlelles % et £ent.Ona

en plus la domination 'ﬁ(x, t)| < 1 donc on peut dériver sous le signe intégral, i.e.

flx)=- /ﬂ sin(?) sin(x sin()) dt
0

f(x)=— / i sin?(¢) cos(x sin(?)) dt .
0

3. Ona %(x, 1) = — sin(¢) sin(x sin(r)) + x cos2(f) cos(x sin(z)).

4. En remplagant sin?(¢) par 1 — cos2(¢) dans I’expression de x /”/(x) on a
" ’ oh x
xfrx)+ () +xf(x) = / —(x,0)dt = [A(x, )] =
0

5. Avec g(x) = 280 a,x" solution de E, puisqu’une série entiere converge normalement sur son disque ouvert de convergence on peut dériver

terme a terme et on a
o0

xg”(x) + g’(x) +xg(x)=a; + Z(an_l +(m+ l)zanﬂ)x“ =

n=1

- e, . s . o . . —a,_
Par unicité du développement en série entiere sur le disque de convergence onabiena; =0etVn > 2,q, = - 2

-1y . .. e
6. OnaVu € R,cos(u) = Z:j) %xz” donc, sous réserve de pouvoir intervertir série et intégrale on a

b3 +oo n
2n 2n
f(x) = / (2 )' 27 sin(r)*" dt = E (2 )' wW,x

o [GRV ) 2
Puisqu’on a /0 ] sin” ()| dt < (2 T par la majoration sin*(f) < 1 sur [0; z] et que =— (2 m

rayon de convergence infinie alors I’interversion est bien 1égale et le rayon de convergence du développement de f au voisinage de 0 est
infini.

est le terme général d’une série enticre de

7. On remarque qu’une solution g développable en série entiere au voisinage de 0 a ses coefficients totalement déterminés par g(0) = ay. En
effet, la relation de récurrence donne a,,,; = 0 pour tout » inconditionnellement a cause de la condition a; = 0 et de méme les termes
d’indice pair son fixés par le choix de a,. Donc f est bien I'unique solution satisfaisant f(0) = x sur son disque de convergence qui est R.
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8. En considérant les premiers termes de a,, vérifiant la relation de récurrence

ao =T
al :0
— "2
a, = n’é ,Vn>2

on prouve facilement par récurrence que pour tout n € IN,a,,,; = 0 et a,, = (=1)"55—=. En identifiant a,, a (- l)” grice a la

V4
2212 @2n )'
question 6) on a

2n)!
227(p!)2 ’

VneN,W, ==

Exercice 28 (correction)

1. Onau; =1letu, =2.

2. Onabienu, = 1+ 1. Soitn > 2. On considére E,,; = {1,...,n,n+1}eto: E,, | — En+1 Sio(n+1) = n+1alors o estune
involution de &, réciproquement toute involution de &, induit une involution de &, ; quifixe n+ 1. Sio(n+ 1) = j # n+ 1 alors
I’ensemble de n — 1 éléments E’ E, \ {j} est stable par o qui est toujours une involution. Puisqu’on a n choix pour j # n + 1 on a bien

Upy1 = Uy + nu,_g

N~—— ~——

involutions qui fixent n4+1  involutions qui ne fixent pas n+1

3. (a) Puisque I’ensemble des involutions est inclus dans &, qui est de cardinal n! on a u, < n! donc % < 1 donc le rayon de convergence
de f est supérieur a celui de )], x" qui est 1.
(b) D’apres le cours f est dérivable et on peut la dériver terme a terme sur | — R; R[. On a

/ < u, n—1 < Upi1 n < un+nun—1 n
F'®) Z‘(n—l)!x ; n ; n
_ i n n - n—1 n—1 _ 1
= o 2—1)vx xx = (1 + x) f(x).
;,_/ ;,_z
Feo-1 760

(c) Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1 du type y' — a(x)y = 0 dont les solutions sont de la forme Ae4™

avec A'(x) = a(x). Donc IL € R/ f(x) = /lex+ . Puisque f(x) =uy=1onai=1.
(d) On a par ailleurs

ex+7=2%<x+x—> = L'xN<l+§>
N=ON 2 N:ON 2
© 1 N o N (]Z)
_ 1 _ N+

On en déduit qu’a n fixé, le terme a,, en x" de la série entiére ci-dessus est

o
N+k=n/k<N N2k
Mais A, = {(N,k),N € N,0< k < N,N +k = n} = {(n—k,k),Osks ng}.D’on
15] (n k) L5]
- ; —002k T Akl —2k)'2k

« e, . 2 s . IEN u .
Par unicité des coefficients du développement en série enticre on a a,, = i ce qui permet de conclure.

22



Exercice 29 (correction)

1. Il n’existe que deux facons de partitionner {1} donc B; = 1. De méme, {1,2} et {1} U {2} sont les deux seules partitions de {1,2} donc

B, = 2. Enfin,
{1,2,3} ={1,2} u {3} = {L,3} U {2} = {2,3} U {1} = {1} U {2} U {3}
donne B; =5.
2. On considere I’ensemble E = {1,2,...,n+ 1} et considere les partitions de E telles que la partie contenant n + 1 possede 1 <k +1<n

éléments. A k fixé il y a () fagons de choisir une telle partie. Etant donné une partition P = {E,..., E,} telle que n + 1 € E, alors

P\ {E,} forme une partition de E \ E, qui est un ensemble & n — k éléments. Il y a donc (Z)Bn_k partitions de E telles que la partie
contenant n + 1 posséde k + 1 éléments. On obtient alors, en faisant le changement de variable k & n — k

‘ n “ n ‘ n
B, = 1;) <k>Bn—k = kz::,) <n_k>Bk = kgo <k>Bk-

3. (a) Unensemble a n éléments possede 2" parties. Une partition possede au plus n éléments (lorsqu’elle en posseéde n c’est qu’il s’agit de

n u 1 2n+l !
singletons). On obtient alors une majoration (tres grossiere) B, < n2". On pose u,, = n2 qui vérifie ntl o (nt+ 1) iy 2 -0
n! u, n2*(n+ 1)! n
Donc, par la régle de d’Alembert, le rayon de convergence de la série entiere Y. u,x" est infini et, par comparaison, celui de B I’est
aussi.
(b) On a
+o00 n—1 +o0 n
B'(x)= Z Bnh = Z B,.1 % (changement de variable)
n=1 n=0
+00 n n
n x A
= Z Z <k> B, -~ (formule d’Aitken)
n=0 k=0 n
S < x"—k kak . . .
= Z 2 (simplification et regroupement des termes)
(n—k)! k!
n=0 k=0
= e*B(x) (on a reconnu un produit de Cauchy)
. 2 n ,  B'(x) o Xy .
On obtient alors <, Vx € R*,In(B(x)) = B = ¢~ donc il existe ¢ € R tel que In(B(x)) = e* + ¢ donc B(x) = e° *¢ mais
X
B(0) = 1 = e!*¢ donc ¢ = —1. Donc B(x) coincide avec e¢ ~! sur R+ et elles sont toutes les deux développables en séries enticre sur
R donc Vx € R, B(x) = e® L.
(¢c) Ona
(K+k)! (K+k)y-(k+1) ( k k
= = 1+—><1+—)---1+k
k!K! K(K—-1)--1 K K -1 ( )
K n
2<1+%> 2<1+%> carK >n

(K + k)! S (K + k)"
kK'K! —  Kn
en série entiere pour pouvoir calculer B, en identifiant les coefficients des deux séries. On a

ce qui prouve bien que ce que

e¥—1

(d) On développe e

+o0
o1 _ 1 ekx

|
e = k!

1+oo +ooknxn 1
(3,
+00 1+ookn o
Z(ﬁm)m

n=0 k=0

o
|

2. On se restreint aux réels positifs pour étre stir que B(x) > 0 et donc que son logarithme ait un sens.
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l+oo k"

On en déduit, par identification, que Vn € N, B, = = ) i Enfin, pour K € N tel que Ili_ <lona
€ k=0
+oo +o0
K + k)"
DR N
k=K "° k=0""
| K=t 1 K=l pn
donc 0 < B, — — z — < lpuis B,—1<—= Y o < B,. Ce qui prouve bien la formule voulue.
e k=0 k € k=0

Référence : Analyse combinatoire - Charon, Hudry.

Exercice 30 (correction)

1. Puisque p, ,, ne tend pas vers 0 on a R < 1. Par ailleurs, lorsqu’on écrit p,, ,, = s; + --- + 5, on a nécessairement 0 < s; < n donc ce qui

permet d’injecter les partitions de n en au plus m sommants dans {0, ...,n}" donc p, ,, < (n + 1) qui est polynomial en n donc R > 1.
2. Onpose A, = N | S S By, = N | @, +2 =n)} . Par définiti
. Onpose 4, ,, =4 (s5...,5,) € 0<s < <s, et n’m—{(al,...,am)e | g + a2+..~+mam_n}. ar définition,
m = #A, ,,. On pose 'application f : (aj, ..., a,) = (@, €, + @y, ..., 4, + &, |+ +a;)de B, , dans A, , qui est bien définie est
11 - 1\ a,
NP . I - 1f|a,- . L .
injective car elle peut étre définie par la multiplication matricielle .. .|| ™" et 1a matrice est inversible car de déterminant 1.
0 0 - 1J\ oy
L’inverse de cette application est f ™' : (s1,...,5,,) = (S, = Sp_1»Sp_i — Sm_ns --- » $1) qui est aussi bien défini. On a donc bien le résultat
demandé.
1 +00 +o0
3. Pourtout |x| < 1, —— = Y x*k = ¥ ds, o xk avec 05y = 1sik € sZ et = 0 sinon. En particulier on remarque que pour tout s et k

= k=0 .
onadg, = 4, ce qui facilite le calcul des produits. Donc

1
(1= x)(1 = x2) = (1 = x™)

( Z 5l,s1 "'5m,sm>xn
n=0 \sy+--+s,=n
+00 +00
( 3 1> S

n=0 \a;+2ay+---+ma,,=n n=0\ B, ,,
+o0
= ) PumX" =SX).
n=0
4. On s’intéresse désormais au cas m = 3.
(a) En multipliant de part et d’autre part (1 — x)> puis en évaluanten x = l onaa = % = é De méme, en multipliant par 1 4 x et
en évaluanten x = —lonab = é En multipliant par x et en prenant la limite on a 0 = % - % + ¢ ce qui donne x = 1 puis, en
évaluanten x =Oonal = é+ i + % + 51; +d ce qui donne d = g

(b) 11 s’agit maintenant de développer en série entiére la fraction de droite et d’identifier avec les coefficients de la série de gauche a I’aide
de I’unicité des coefficients du développement en série entiere sur un intervalle non trivial. On y va terme par terme. On commence

par les plus faciles
1 +00 | +0c0
= m et = —1)x"
— E x"e T x E( )'x
n=0 n=0

On remarque ensuite que

= ( ! ) et ! 1 <L>/ ce qui permet d’obtenir les développement en série
(1-x)? 1 —x (1-=x)3 2\1—x

entiere de ces deux fractions en dérivant terme a terme (par convergence normale sur tout compact des séries entiéres). On a, apres
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changement de variables,

§0H0M+@n
= x

Z(n+ 1)x" et >

(l—x)2 ~ (1-x)3

Enfin, il reste a traiter Zx;zl que I’on développe en éléments simples dans C(X). On trouve
x“+x+

x+2 1
= +
Xrx+l 1—]2x 1—Jx ZOJ 7")

L2z _
avec j =¢'3 et j2 = j les racines de X2 + X + 1. On a alors

+00 +00

1 2
an,3x”=2<(n+ e T 1(12"+j”)>xn
n=0

~ 12 PR 9
_2<—m+$%ﬁ%+ (w1é<ﬂ+F»x%
Lorsque n est un multiple de 3 on a j” + j" =2 et sinon j" 4 j" = —1. Ceci permet d’obtenir :
Si n est pair, multiplede 3 p, ; = —( +3)2 - 77—2 + % + g = i( +3)2 + %
Si n est pair, non multiple de 3 p, ; = —(n +3)2 - 77—2 + % - % - %(n +3)2 - %
Si n est impair, multiple de 3 p, ; = —(n +3) - 712 - % + g = l—lz(n + 3)?
Si n est pair, non multiple de 3 p,; = %(n +3) - 77—2 - % - % = %(n +3) - %

1 1 . . 1 .
Dans tous les cas on a ‘ Pom — 50+ 3)? < 3 or p, ,, est un entier. C’est donc I’entier le plus proche de E(n + 3)?2 (attention, il ne
s’agit ni de la partie entiere, ni de la partie entiere supérieure).

Référence : Analyse combinatoire - Charon, Hudry.

Exercice 31 (correction)

Correction a venir.

Exercice 32 (correction)

T2 p+1

m < 1doncle
p+

1. Puisque les permutations alternées forment un sous-ensemble de &, on a la majoration de T5,,; < (2p + 1)! donc

rayon de convergence R de T est supérieur a celui de ) x" qui vaut 1.

2. Lentier 6~ !(2p + 1) est I’indice pour lequel o vaut 2p + 1. Les valeurs atteintes en indice impair sont inférieures strictement aux valeurs
prises par ¢ a I’indice précédent et a I’indice suivant. Puisque 2p + 1 est la valeur maximale prise par ¢ elle est forcément atteinte en un
indice pair. On T} = 1 et T; = 2 car il y a seulement deux permutations alternées dans ©5 qui sont (2 3 1) et (1 3 2) (on doit nécessairement
avoir 3 en indice 2 d’apres ce qui vient d’étre dit).

3. On considére une permutation alternée o et j telle que o(2j) = 2p+ 1. Les valeurs prises a gauche o(1) < 6(2) > - > 6(2j — 1) respectent
I’alternance tout comme celles de droite 6(2j + 1) < 6(2j +2) > -+ > c(2p+ 1). On note Sg les valeurs de gauche et .S, celles de droite.
En faisant correspondre bijectivement .S, avec {1,...,2j — 1} et S; avec {1,...,2p — 2 + 1} en respectant 'ordre on fait correspondre a
o deux permutations alternée o, et o, de ©,;_; et ©,,_,;, . Réciproquement, en choisissant 2j — 1 éléments dans {1, ...,2p} (les valeurs

g
S,) ce qui fixe les 2p — 2 + 1 restantes (les valeurs de .S,) et en choisissant deux permutations alternée o, € ©,;_j eto, € ©,, 5,y

on peut bien reconstruire une unique permutation alternée ¢ € ©,,,,. On a ( ) fagons de choisir les valeurs de .S, puis T5;_; fagons

2j—
de choisir 6, et T,, ;. fagons de choisir 6;. En sommant sur I'indice auquel apparait 2p + 1 on obtient avec le changement de variable

q=p—]J
p 2p p—1 2p
T2p+l = Z} <2j _ 1>T2j—lT2p—2j+l = qg,) <2q + 1>T2q+1T2p—2q—1~
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On en déduit que Ty = (?)T1T3 + (‘3‘)T3T1 = 16.

4. On peut dériver dans la somme par convergence normale sur tout compact des séries entieres

+oo x21’
Tx)= YT\ ——
ZZ‘) 2p+1 (2[)) ]

Or, en remarquant que lorsque j est impair pour tout k soit k soit j — k est pair, on a le produit de Cauchy suivant :

N ST Tik j S (< 2p 2 G 2p x%P /
Ter =X\ X agom )7 = 2 Z<k>TkT2p—k e Z<k>Tzq+1T2p—2q—1 o = o=l

Jj=0 \k=0 p=0 \ k=0 p=1 \g=0

I’avant derniére égalité étant obtenue en sommant les T, pour k impair ce qui élimine aussi le cas p = 0 pour lequel on a seulement I’indice
k=0.

yl

2+ 1
y(x) = tan(x + c). Puisque T'(0) = 0 on peut prendre ¢ = 0. On a donc Vx € ]—R, R[, T(x) = tan(x).

5. Soit y une solution de 1’équation. On a alors (Arctan(y)) = = 1. Ceci implique qu’il existe ¢ € R tel que Arctan(y) = x + ¢, i.e.

Référence : Analyse combinatoire - Charon, Hudry.
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