Probabilités

Il s’agit d’une liste d’exercices corrigés que j’utilise pour les colles que je dispense au lycée Chateaubriand, destinée aux étu-
diant-e-s de deuxieme année de classe préparatoire. Cette liste est mise a leur disposition des que les chapitres correspondants ont été
abordés.

Si vous travaillez sur cette liste au cours de 1’année, il se peut que certains chapitres n’aient pas encore été étudiés. Lorsque la
résolution d’un exercice fait appel a des notions qui ne sont abordées que plus tard dans I’année, je précise les outils utilisés sous
forme de mots-clés. Si vous n’étes pas encore familier-ere avec ces notions, n’hésitez pas a passer a I’exercice suivant.

De nombreux exercices et leurs corrigés proviennent de ma propre création. Il est donc possible qu’il subsiste des coquilles, des
erreurs ou des pistes d’amélioration. Je procede d’ailleurs régulierement a des corrections. Si vous avez des suggestions d’amélioration
ou si certains arguments vous semblent peu clairs, n’hésitez pas a me contacter. Mes coordonnées figurent en bas de la derniere page
du document.

Exercice 1 (3¢ ¥ ¥rvyr)

On considére n variables aléatoires By, ..., B, indépendantes et suivant des lois de Bernoulli de méme parametre p. On pose
X = By + -+ + B,,. Donner la loi de X et calculer son espérance et sa variance.

Exercice 2 (k% vv ) - Approximation d’une loi de Poisson par des binomiales
On considére une suite de variables aléatoires (X)) telle que X, suit une loi binomiale de parametre B(n, p,) avec np, = A € R
et Y qui suit une loi de Poisson de paramétre 4. Montrer que pour tout k € N, P(X,, = k) — P(Y = k).

Exercice 3 (3 ¢ o)

On considere deux variables aléatoires X et Y indépendantes et suivant des lois de Bernoulli de parameétres respectifs 0 < p, g < 1.
On pose Z = max (X,Y) et Z' = min (X, Y). Donner les lois de Z et Z’ puis dire si elles sont indépendantes.

Mots clés :

Exercice 4 (3¢ ¥ryr)

On appelle tribu des boréliens notée B(IR) la tribu de R engendrée par les intervalles ouverts. Montrer que B(IR) est aussi engendrée
par les intervalles fermés.
Mots clés : Tribus

Exercice 5 (3 % v ¥rvr)

Soit p un nombre premier. On munit M, (Z/pZ) de la probabilité uniforme. Montrer que
—n(n+1) n n—1
P (GL, (Z/pZ)) =p™ 2 (" =D ("' =1) (=1,
Mots clés : Corps Z./ pZ.

Exercice 6 (3% v ¥rvr)

On considere pour tout entier n > 2 des variables indépendantes B, ~ B <ﬁ ) de loi de Bernoulli de paramétre ﬁ On considere
X la variable aléatoire représentant le rang de la premiére réussite.

La variable X a-t-elle une espérance ? Si oui la calculer.

Mots clés : Espérance de variable aléatoire dans un ensemble infini



Exercice 7 (% Yr¥cyriy)

On considére un corps K ayant un nombre fini d’éléments ¢ et X une variable de loi uniforme sur K \ {0}. On note Sy =

{x?> € K| x € K\ {0} } I'ensemble des carrés non nuls.

Montrer que X suit une loi uniforme sur Sk . En déduire que si 2 = 1 + 1 ¢ est non nul dans K on a #Sy = %1 etquesi2 =0g

alors S = K\ {0}.
Mots clés : Corps

Exercice 8 (3 % % ¥r¥)

On a n feuilles originales et n photocopies que ’on souhaite agrafer a leur originale. Malheureusement, on a tout mélangé et,
puisqu’on a un travail terriblement ennuyeux, on décide de mettre le tout dans une boite et a chaque étape on tire deux feuilles au
hasard dans la boite. Si ces deux feuilles sont une originale et sa copie on les agrafe et on continue. Sinon on replace les deux feuilles
dans la boite et on recommence. On note 7, le nombre d’étape nécessaires pour vider la boite. Lorsqu’on remet des feuilles dans la
boite on suppose le prochain tirage indépendant du précédent. On pose

— A, :« les deux premiéres feuilles piochées ne sont pas agrafées ».
— a,=P(4).
1. Calculer a,
2. On souhaite traiter le cas n = 2.

(a) Comment appelle-t-onlaloide T, — 17

(b) Montrer que pour tout k > 2onalP(T, = k) = (1 — az)alz‘_z.
3. Casn=3.

(a) Calculer P(T3 = 2) et P(T5 = 3).

(b) Montrer que pour tout kK > 2 on a

P(T; = k+1) = (1 — ay)P(T, = k) + a3 P(T; = k).

(c) En déduire que pour tout
1-a))(1—-a
k>2,P(Ty = k)= w <a12c—2 _ al;—2) _
a3 —a

4. Cas général.

(a) Montrer que T, = ¢, + T,_; ou ¢, suit une loi géométrique de parametre 1 — a,,.

(b) Calculer E[T,] (ne pas faire cette question si ’espérance d’une variable de loi géométrique n’a pas encore été vue en

cours).

Mots clés : Loi géométrique

Exercice 9 (3% % %)

Soit N € IN* un entier et p €]0; 1[\ { % } Une particule se déplace sur un axe [0, N] en partant d’un entier n € {0,..., N}. A

chaque instant elle saute d’une unité a droite avec probabilité p ou a gauche avec probabilité g = 1 — p. Lorsque la particule atteint 0 ou
N elle y reste a jamais. On pose g,, (resp. p,,) la probabilité que la particule atteigne O (resp. N) en partant de n. Tous les déplacements
sont supposés indépendants des précédents.

1. Donner g et g5 puis montrer que pourtout ] <n < N —1lona
dn = P9p+1 + q9,-1-

2. En déduire I’expression de g, en fonction de n.
3. Que vaut p, + ¢, ?
4. Quelle est la probabilité pour que la particule ne s’arréte jamais lorsqu’elle part de »n ?

5. On suppose que p > % et N pair montrer qu’alors g , — 0 lorsque N devient grand.



Exercice 10 (3% % ¥ry¥r)

1. Soita > 0et @: Rt - R* croissante. Montrer que pour une variable aléatoire positive Z on a

Elp(2)]

P(Z > <
(Zz0<=

2. Soit Y, U, une série convergente telle que Vn > 0,u, > O et Y., ., n’u, converge aussi. Montrer que

+o0

M

1
u, =0 (—)
n=N N?

Mots clés : Inégalité de Markov

Exercice 11 (3% % YrvYr)
Soit n € IN*. On considére X, une variable de loi géométrique de parametre 1 — p, = % On pose Y, = max(X,,, n).
1. Déterminer la fonction génératrice Gy, (1) de Y.

2. Donner un équivalent simple lorsque n — +oo0 de I& [Yn] .

Mots clés : Série génératrice

Exercice 12 (3% % Yry¥r)

On considere une urne contenant 2 boules blanches et une boule rouge. On tire successivement des boules dans I’urne. Si on tire
une boule blanche on la retire définitivement. Si on tire la boule rouge on la replace dans ’'urne. On pose X, le nombre de boules

X, 6 3 0
blanches au n-éme tirage. On pose x, = P(X,, =0),y, =P(X,=Detz, =P(X,=2)etU,=]y,[- Onpose M =|0 3 4
z 0 0 2

n
1. Etude de M.
(a) Montrer que M est diagonalisable et déterminer une base de chacun de ses espaces propres.
(b) Calculer M" pour tout n € IN.
2. (a) Déterminer une matrice A telle que pour toutn € N on ait U, | = AU,,.
(b) En déduire I’expression de U,, en fonction de n.
(¢) Que peut-on dire du comportement asymptotique de x,, y, et z,, ? Est-ce surprenant ?

Mots clés : Réduction, Probabilité

Exercice 13 (*** %) Dés truqués I

Une menuisiere souhaite tailler deux dés a 6 faces numérotés de 1 a 6. Elle aimerait piper les dés de telle sorte que le résultat de
la somme suive une loi uniforme sur {2, ..., 12} (on ne demande pas que les dés soient pipés de la méme fagon). Dans cet exercice
on veut déterminer si le projet de la menuisiére est réalisable et, si c’est le cas, quelles sont les lois possibles pour chacun des dés. On
notera X et Y les variables aléatoires représentant le résultat de chacun des dés.

1. Montrer qu’un polyndome de degré impair admet toujours une racine réelle.

2. Montrer qu’il existe un polyndme Py € Rs[X] (resp. Py € Rs[X]) tels que le série génératrice de X (resp. de Y') vérifie

G x (1) = 1Py (1) (resp. Gy (1) = 1Py(1)).

3. On considére une variable aléatoire U qui suit une loi uniforme sur ’ensemble {2, ..., 12}. Montrer que la série génératrice de
U vérifie -
t -1
Gy(t)=—"- .
v =75

4. Montrer que Vt € R, 14+t +4 1> + - + t'0 > 0 (on pourra décrire les racines complexes du polynome).



5. En déduire que le projet de la menuisiere est irréalisable.
6. On suppose désormais que X représente un dé a 7 faces numéroté de 1 a 7 et que le dé Y est un dés standard a 6 faces non
truqué.
(a) Montrer qu’il est possible de truquer X de telle sorte que X + Y suive une loi uniforme. Donner alors la loi de X.
(b) Quelle forme aurait un tel « dé »?

Mots clés : Séries génératrices

Exercice 14 (%% * % %) Dés truqués II

Une menuisiere souhaite réaliser deux dés équilibrés a 6 faces numérotés par des réels. Elle aimerait que le résultat de la somme
de ces dés renumérotés suive la méme loi que le résultat de la somme de deux dés équilibrés classiques. Dans cet exercice on veut
déterminer si le projet de la menuisicre est réalisable et, si c’est le cas, toutes les solutions possibles. On notera X et Y les variables
aléatoires représentant le résultat de chacun des déset a; < -+ < . et f; < -+ < fiyavec 1 < s,r < 6 les valeurs distinctes prises
respectivement par X et Y.

1. Montrer qu’il existey € Ret1 =n; < -+ <n,etl =m; < -+ < m, des entiers tels que
Vi, a; =n,-+yeth,ﬁj =m;—y.

En déduire qu’on peut se ramener au cas ol les ; et les §; sont des entiers positifs.

2. Montrer que les séries génératrices Gy et Gy de X etde Y vérifient

2 6 _1\2
Gy (DG () = (%-i_f) .

3. En déduire toutes les possibilités pour numéroter chacun des dés.
4. Y a-t-il d’autres possibilités si on n’impose plus que X et Y soient équilibrés ?

Mots clés : Série génératrice

Exercice 15 (5 % % % )

On considére N une variable aléatoire a valeurs dans IN*, (X );cn+ des variables aléatoires indépendantes identiquement dis-
n

tribuée, indépendantes entre elles, indépendante de N et a valeurs dans IN. On pose S, = Y. X, et on notera G (¢) la fonction
k=1
génératrice commune des variables X ;.

Théoreme de la composition :  On veut montrer qu’avec les notation ci-dessus les fonctions génératrices Gg, , Gy et Gy vérifient
Gs, (1) = Gn(Gx(@)).
1. Soit A un événement d’un univers Q. Montrer que I’indicatrice de A définie par

]lA: Q —)R

{1 siwe A
(0] —> .
0 sinon

suit une loi de Bernoulli de parametre P(A).
2. Montrer que 15N = Y o 501y
3. Conclure.
Applications : On vous propose un jeu. Vous disposez de deux pieces déséquilibrées de probabilités respectives de faire pile 0 <
q < p < 1. Le jeu se déroule ainsi :
 Choisissez une picce et lancez-1a jusqu’a tomber sur face. Notez alors le rang de I’obtention de la premiere face que vous
appelez N.
» Vous effectuez ensuite N lancers avec I’autre piece.
« Votre score final est le nombre de piles obtenus avec la seconde piece.
Vous avez le choix de la piece. Expliquez, en fonction de p et ¢ comment choisir la premiére piéce pour maximiser votre score.

Mots clés : Séries génératrices



Exercice 16 (3 % % %)

On considere m + 1 personnes, numérotées de 0 a m, assises cote a cote. A I'instant 0 la personne numéro 0 commence a propager
une rumeur. A chaque instant chaque personne au courant de la rumeur a une probabilité 0 < p < 1 d’en informer son voisin. On note
T le temps nécessaire pour que les m personnes soient au courant de la rumeur. Calculer I’espérance de T'.

On pourra introduire les variables

t; = Temps nécessaire pour que i personnes soient au courant sachant que i — 1 personnes sont au courant.

On suppose ensuite que chaque personne au courant de la rumeur a une probabilité O < g < 1 d’oublier la rumeur. Que vaut alors
I’espérance de T ?
Mots clés : Espérance de variable aléatoire dans un ensemble infini

Exercice 17 (5 % % % v¢)

On considere un sac contenant N cordes. On choisit successivement deux extrémités libres que 1’on noue entre elles jusqu’a ce
qu’elles soient toutes nouées. Donner 1’espérance du nombre de boucles et un équivalent de cette espérance lorsque N — +o0.
Mots clés : Dénombrement

Exercice 18 (3% % %)

Soit n > 2 un entier. On pose Q = Z/nZ que ’on considére comme un espace probabilisé avec la probabilité uniforme. Pour tout
d € Z,D; =d(Z/nZ), 1 ensemble des classes des multiples de d modulo .

1. Calculer IP(D,;) pour tout d € Z.

2. Montrer que si dy, ..., d, sont premiers entre eux deux a deux alors Ddl s Dd, sont mutuellement indépendants.

3. On pose n = p‘l)‘1 -« pr" 1a décomposition en facteurs premiers de n. Montrer que

o _ 1 1
1)

i=1

ol @(n) désigne I’indicatrice d’Euler de n.
Mots clés : Anneaux Z./n’Z

Exercice 19 (** %% %) - Inspiré de X-ENS Sujet A 2024

On pose n > 2 et ©,, le groupe des permutations de {1, ...,n}. Pour ¢ € &, on pose £(o) sa signature et v(c) son nombre de
points fixes. Enfin, on appelle dérangement une permutation sans point fixe, on note D, I’ensemble des dérangements de &, et on
k
admet que #®, =n! 37} % On pose

01 - 11

1 0 - 11

M=-1: i - i i

1 1 - 0 1

1 1 - 10

1. Déterminer le polyndme caractéristique de M. Il est possible de le déterminer sans aucun calcul de déterminant. Observez bien
la matrice avant de vous lancer dans des calculs laborieux.

2. En déduire que
Y e@X" = (X - )" (X +n-1).
e,

3. Onpose K| = {cr €Q,|elo) = 1} etK_;| = {6 €Q,|elo)= —1}. Montrer que

#K, =#K_| + (=1)"(n = 1).



4. On considere (@n, P(@n)) muni de la probabilité uniforme et Y, définie sur cet espace probabilisé par Y, (o) = £(c). Montrer
que
e

‘IP(Yn =D-5| ~_ S

1
2

Mots clés : Réduction, probabilités

Exercice 20 (3 % v v v¥)

Soit n > 1 un entier, E un ensemble a 2n éléments et A et B une partition de E en deux ensembles de m < n et 2n — m éléments
respectivement. On consideére Z une variable aléatoire de loi uniforme sur Q = {F € P(E) | #F =n}. A I'aide de la variable

X = #A N Z déterminer la valeur des sommes
m 2 n 2
()02 0)
=0 n= =0

Mots clés : Dénombrement

Exercice 21 (3 % % vr )

Soit n > 1 un entier, E un ensemble a 2n éléments et A et B une partition de E en deux ensembles de »n éléments. On consideére
Z une variable aléatoire de loi uniforme sur Q = {F € P(E) | #F = n}. Déterminer laloile X = max {#AN Z,#BNn Z}.
Mots clés : Dénombrement

Exercice 22 (%% %% %) - Nombre moyen de cycles

On considére n > 1 un entier et (@n, P(S,), IP) avec [P la loi de probabilité uniforme sur ©,. On pose X : &, — IN* la variable
aléatoire qui a une permutation ¢ donne son nombre de cycle dans sa décomposition en cycles a supports disjoints. On considérera

que les points fixes sont des cycles de longueur 1. Par exemple X (id) = n. On souhaite calculer I’espérance et la variance de X. Pour
+oo

cela on pose a,, ; le nombre de permutations admettant k cycles dans sa décompositionet A, , = 3 a, «x*. On pose apo = 1et, pour

k>1,ap, =0.
1. Montrer que, pour 1 <k <n,ona
Ui = Ay 1 + (1= Da,_y 4.
Indication : on pourra séparer les cas des permutations ayant k cycles qui fixent n et les autres.
2. Montrerque Vx € R, A,(x) =(x+n—D(x+n—=2) - (x+ Dx.
3. En déduire E[X] et V(X).

Mots clés : Dénombrement, permutations



Eléments de corrections - Probabilités

Exercice 1 (correction)

L’univers de X est {0, ...,n} etona
IP(X:k):IP< {B,.=1,VieA/etBj=o,Vj¢A}>
AC{1,....n} #A=k
= z P({B,=1VieA/etB;=0Vj & A}) (par disjonction des événements)
A#A=k
= <Z> pk(l — p)"_k (par indépendances des B;).

On reconnait donc une loi binomiale de parametre (#, p).
Par linéarité de I’espérance on a E[X] = Z?:l E[B;] = np. Par indépendance des B; ona V(X) = E:—l:l V(B;) = np(1 — p).

Exercice 2 (correction)

m n! _nn=1)-(n—k+1) o, n—k
k) = =B - o e T D’autre part, (1 — p,)" % =

On a, par définition, P(X,, = k) = (Z)p’;(l —p)" k. Or (

(=R In(1=p,) — o(n=k)X=p,+o(P) 5 ¢=4 En conclusion, on a

P(X, =k) = <Z>p’;(1 —p)"k
(np,)*
k!
k
A

k!

e—l

~

Exercice 3 (correction)
Les deux variables Z et Z’ sont a valeurs dans {0, 1}. Elles suivent donc des lois de Bernoulli de paramétre respectifs IP(max(X,Y) = 1) et
P(min(X, Y)) = 1. On calcule ces deux quantités. On a {max(X,Y) =1} ={X =1} U {Y =1} donc
Pmax(X,Y)=1)=PX=1)+PY =1)-PX=1etY =1)=p+4q—pq.
OnaP((Z = 0)n(Z' = 1)) = 0 car le premier événement survient quand X = O et Y = 0 et le second lorsque X = 1 et Y = 1 ce qui sont

évidemment des événements incompatibles. Pourtant P(Z =0) = 1—p—q+pg = (1—p)(1—¢q) # 0et P(Z' = 1) = pq # 0. Donc les variables
ne sont pas indépendantes.

Exercice 4 (correction)

On note 7 (R) la tribu engendré par les intervalles fermés. Soit a < b € R alors [a, b] = ]—00, a[‘ N]b, +o0[¢ donc F(RR) C B(R). Par ailleurs,
par stabilité par union dénombrable [a, +oo[= Une]N* [a, a + n] donc les intervalles de la forme [a, +oo[ et, de méme ceux de la forme | — o0, a]

sont des éléments de F(IR) donc
la, b[=] — 0, b]° N [a, +0[¢ € F(R).

donc on a I’inclusion réciproque.



Exercice 5 (correction)

On rappelle qu'une matrice M € M, (K) est inversible si et seulement si ses colonnes forment une base de K” lorsque K est un corps. On
note K = Z/pZ. Tirer au hasard une matrice suivant une loi uniforme revient a tirer au hasard ses coefficients ou alors ses colonnes dans K”. On
a donc p" — 1 choix pour la premiére colonne c; (tous les vecteurs hormis le vecteur nul peuvent faire parti d’une base). Pour que la famille reste
libre on doit prendre le second vecteur dans K" \ Vect(c,) ce qui laisse p" — p choix. Par récurrence, on obtient p" — p*~! choix pour le k-&éme
vecteur ce qui fait au final

n_ 1 n_ o\ ... (p — i1 142+ 4n=1 (pn _ | n=1_ 1) ...(p=1 n(n—1)
P(GL, (K)) = P =1 p)2 (P —p') _p 0 )(zp ) (-1 _, 2 G =1 ("~ 1) =)
P pt

(.

Donc on a bien P(GL,(K)) = p~ 2 (" = 1) ("' = 1) - (p = D).

Exercice 6 (correction)

On calcule pour tout » € N, P(X = n). Ona
n—1
{(X=n)= <ﬂ{Bk =0}> n{B,=1}.
k=0
Donc, P(X =0) = % et, par indépendance des B;, on a pour n > 1

]P(X:"):O_ﬁ)"'(l_%)'nh:n(nl+1)'

4 . . . . 1 . 2
Donc I’espérance existe si et seulement si la série (Zn> 1 m) converge ce qui n’est pas le cas donc X n’a pas d’espérance.

Exercice 7 (correction)

Soitx € K \ {0}.On a
P(X? =x*) = P(X — x)(X +x) =0) = P((X = x) ou (X = —x)).
Par intégrité de K. Or x = —x < 2 = 0 € K on en déduit donc que les événements X = x et X = —x sont disjoints si et seulement si 2 # 0
autrement ils sont égaux. Donc si 2 # 0
PX?=x)=PX =x)+P(X = —x) = —
q-

ce qui ne dépend pas de x donc X? est uniforme et #S5; = %. Autrement P(X? = x?) = qlTl donc X? est uniforme sur S = K \ {0} .

Exercice 8 (correction)

1. On calcule la probabilité de 1’évenement contraire. Lorsqu’on tire 2 feuilles, la seconde a une probabilité 2nl—_1 d’étre celle associée a la
1 _ 212

premicre. Donc a, = 1 — T = 51

2. Casn=2.

(a) Le premier bon tirage suit une loi géométrique de parametre 1 — a,. Le tirage suivant est alors composé du second couple de feuilles.
On a donc T, — 1 qui suit une loi géométrique
(b) En déduit de la question précédente que P(T, — 1 =k —-1) = (1 — az)alz“z.
3. Casn=3.

(a) OnaP(T; = 2) = 0O car il faut au minimum trois tirages pour agrafer les trois couples et P(T53 = 3) = (1 — a3)(1 — a,) car il faut avoir
agrafer les deux premicres puis les deux suivantes.




(b) Les événements A5 et A_3 forment un systéme complet. On a alors, par la formule des probabilités totales

P(Ty = k+ 1) = P(T; = k + 1|A3)P(A3) + P(T; = k + 1|A;)P(A3)
= P(T; = k)P(A;) + P(T, = k)P(A3)
= a;P(T; = k) + (1 — a3)P(T,, = k).

L’égalité P(T3 = k+1|A3) = IP(T5 = k) provient de I'hypothése d’indépendance lorsqu’on replace les feuilles et P(T3 = k+1 |A_3) =
P(T, = k) du fait qu’on se retrouve ramené au cas 2 lorsqu’on agrafe les deux premieres feuilles.

(c) On fait une récurrence. C’est vrai au rang k = 2 (et k = 3 mais ¢a n’a aucune importance). Soit k > 2 tel que P(T3 = k) =
(d-ay)(1-a3) ( a2 _ g2

P . 57%) . On a alors

P(T; = k+ 1) = a3 P(Ty = k) + (1 — a3)P(T,, = k)
(1-ay)( —ay)

=a;———— (ak? =) + (1 — a3)(1 — ay)ds™> (d’apres I'HR et la question 2.a)
613 - (12

(I —ay)(1 —a3) k—1 ) ) . (I —ay)(1 —az)

— — + - fact t —_—
- [a3 asa, (a; az)a2 ] (en factorisant par PR )

d-a)=a3)

= T —a (37" —ay7")
374

4. Cas général.

(a) Apres le premier tirage d’un couple originale4-photocopie on est ramené au cas n — 1. Le temps avant le premier bon tirage suit une
loi géométrique de parameétre 1 — a,,.
7 n
(b) On a alors par récurrence T), = ),

il T =1+ Z?:z 1; avec t; qui suit une loi géométrique de parametre 1 — a; et on se rappelle
que T, — 1 ~ #,. On a alors

E[Tn]=2++1=22j—1=n2.
=2 577 j=1
Exercice 9 (correction)
1. On a, par hypothese, gy = 1 et gy = 0. Soit 1 <n < N — 1. On pose les événements
Py ; = {La particule est en j a I'instant k } .
Finalement, on a

q, = IP(La particule atteint 0| P; )
= P(La particule atteint O et P, ,_;|P; ,) + P(La particule atteint O et P, ;| P; ,))
= IP(La particule atteint O| P, , et P, ,_) P(P,,_;| P, ,) + P(La particule atteint O| P, , et P, ., 1) P(P; 411 Py )

J/

' ' ' '
=IP(La particule atteint 0| P ,,_;) q =IP(La particule atteint O| Py ) q

= Pqn+1 + 99,1

Le passage de la deuxiéme ligne a la troisieéme provenant de la formule P(A N B|C) = P(A|B n C)IP(B|C) (écrire les définitions).

2. On reconnait une suite définie par récurrence linéaire. On la résout en posant g, = r"* ce qui donne pr?> — r + g = 0 ayant pour solutions

1—+/1-4pq 1+4/1-4pq
———ect Fy = T

réelles distinctes r; = %

. En effet, la fonction p €]0; 1[— 4p(1 — p) a son maximum en p = % et ce dernier vaut 1

N

. .. . . N .- r,
donc le discriminant vaut 1. On en déduit que pour tout n on a g, = Arj + ur}. Grace aux conditions gy = 1 et gy = 0 on trouve 1 = - 2rN
271

_.N
tp= —

€ = .

H NN

2 1
3. L’espace des solutions des suites vérifiant la relation de récurrence de la question 1 est un espace vectoriel de dimension 2 dont 1 et (g,,)
sont solutions et donc forment une base. On remarque alors que puisque (p,,) est aussi solution on doit avoir deux constantes « et § telles
que pour tout 1, p, = & + fq,. Mais puisque py =0=1—-¢gpetpy =1=1—-¢gyonaa=1etf=-1doncp,+gq,=1.




4. La probabilité pour que la particule ne s’arréte jamais en partant de n est 1 — (p, + g,,) = 0 d’apres la question précédente.

5. L’hypothese p > % implique que r; < 1 et r, > 1. On en déduit que

N
L AN N A S O
- — v -(E) —o

N2 =
N _ N
'y =h 5

Exercice 10 (correction)

1. Puisque @ est croissante on a pour tout w € Q, Z(w) > a = @(Z(w)) > @(a) ce qui revient a avoir I’inclusion d’évenements { Z > a} C

{p(Z) > p(a)} donc
E[GO(Z)]_

P(Z2za) <P(@p(Z2) 2 p(a)) <
(Markov)  @(a)

+0o0
2. Onpose ¢ = Y u,. Puisque tous les u,, sont positifs on a % qui définit une probabilité sur IN. On peut appliquer la question précédente a
k=0
@(t) =1>,a= N € N et Z qui suit la loi définie par u,. On a donc

+00
2
+00 Z n-u,
u, E[Z?] =0
P(Z > N)= Z < =
n=N 4 N2 N2

. 1
donc on a bien u, = O (W)

Exercice 11 (correction)
1. On commence par calculer P(Y,, = k) pour tout kK € IN. Puisque pour tout w € Q, Y, (w) > nonaP(Y, = k) = 0 pour k < n. Par ailleurs,
n
PY,=k=PX,=k=~0- pn)pﬁ_l. Enfin, max(n, X) = n si et seulement si X < n. Donc P(Y, =n) = ) P(X, =k)=1-p/. On

k=1
en déduit que

+oo
Gy, )= =p"+ Y (1=ppf't

k=n+1
+oco
= (1= pr" + (1= ppit"™ Y (p,0
k=0
(1 _pn)pntt+l
=1 -pt"+ —————.
" 1-p,t

2. On calcule I’espérance de Y, qui est, si elle existe, G; (1).Ona

(n+ 1)(1 = p,O)t" + p,t"*!

Gy 0 =n(l = p)i" + (1 = p,)p;

(1= p,)?
m+ DA =p, )+ p,t
=n1_ntn—l+1_ nn n n
(I -py) (I =p,p, (A= p17
n(l—p,t)+1
=n(l-pH" '+1-p)pt"—2
(=Pt (= pify" =

que I’on évalue en 1 ce qui donne

n

p 1\"
— / — _pt n n = —_ = ~ -1
E[Y,] _GY,,(I)_”(I p,)+np; + T n+n<1 n> ol (1+e Hn.

10



Exercice 12 (correction)

1. (a) Puisque M est triangulaire on peut lire ses valeurs propres sur la diagonale qui sont 6, 3 et 2. Ces trois valeurs propres étant distinctes

1 1 3
M est bien diagonalisable. On trouve comme vecteurs propres vg = | 0|, v3 =|—1]et v, = | —4 | respectivement.
0 0 1
(b) D’apres la question précédente ona M = PDP~! avec
1 1 3 1 1 1 6 0 0
p=[0 -1 -4f,Pp'=[0 -1 —-4|eeD=]|0 3 0
0 1 0 0 1 0 0 2

Donc, par téléscopage on a M" = PD"P~! ce qui donne
6" 6"-3" 6"—-4.3"4+3.2"

M'=]|0 3n 4.3" _4.9n
0 0 2"

2. (a) On a, par la formule des probabilités totales,

Xp+1 = IP(Xn+1 = O)
=P(X,,, = 0|X, =0)P(X, = 0) + P(X,,; = 0|X, = )P(X, = 1) + P(X,,, = 0|X, = 2) P(X,, = 2)

g

=0

L

1
2

1
=xn+ zyn

De méme

1 2
Yn+1 = Eyn + §Zn

Zpy1 = gzn

En conclusion U, | = éMU,,.

0
(b) On en déduit par une récurrence immédiate que pour tout n € IN,U,, = GlnM "Uy et on a Uy = | 0| par hypothese. Donc U, =

1

1\" 1"

1-4-(3) +3-(3)
n 1 n
e
(5)
3

(c) On adonc bien x,, = 1 et y,, z, — 0, la probabilité que les boules blanches disparaissent tend bien vers 0.

=

Exercice 13 (correction)

1. Soit P(t) = a,,t" + a,,_t""' + -+ +a, € R,,[X] de degré m, i.e. a,, # 0. Alors P(t) ~ a,,t" en +co. Par imparité de m les limites en +oo
et —co sont respectivement +oo et —oo si a,, > 0 ou le contraire si a,, < 0. Un polyndme de degré 5 étant continu, on peut appliquer le
théoréme des valeurs intermédiaires ce qui donne la surjectivité de P donc I’existence d’une racine.

2. Ona

6 6
Gx() =Y P(X =kyi* =1 ) P(X = k™.
k=1 k=1

Pareil pour Y.

11



3. Par définition on a

2km
4. Onad®t)=1+1t+--+110= tltl—_ll donc les racines de @ sont les racines 11-&éme de 1’unité (sauf 1) qui sont e’ 11,1 < k < 10. Or

,'2"_” 2k77,'
e eRcTEEZc»ZkellZ(@)kellZ.

Gauss

Donc ® n’a pas de racine réelle donc est de signe constant par la contraposée du théoréeme des valeurs intermédiaires. Donc @ du signe de
D0) =1.

5. Supposons par I’absurde qu’on puisse piper X et Y de telle sorte que la somme suive une loi uniforme. Puisque X et Y sont indépendantes
et que la fonction génératrice détermine la loi on doit alors

2
Gxiy () = Gx()Gy () = > Py(t)Py(t) = Gy (1) = i—l (1414 +1'9)

ceci est équivalent & Py () Py (t) = 11—1(1 +t+ - +19 donc Py et Py doivent étre de degré exactement égal a 5 donc doivent admettre une
racine réelle chacun. Il s’agirait donc de racines réelles de @ ce qui est absurde car ® n’admet aucune racine réelle. Donc on ne peut pas
piper les dés de cette fagon.

6. (a) Onaalors X +Y avaleurs dans {2, ..., 13}. Une variable aléatoire uniforme U sur cet ensemble a pour fonction génératrice
2 12 _ 2 t6 1 t6 -1
Gy =11 1 _r @+IX ).
12 -1 12 r—1
Par ailleurs, la fonction génératrice de Y (de loi uniforme sur {1,...,6} est Gy (¢) = é . tj_;ll Donc
GXH;(I) - G2U (t)s 6

o1 _ 2 @®+Dhet-D

e Gx(O5 7 TR T Lo,

& Gx() =5(°+1)=5-t+5-1.

(b) Donc cela revient a dire que X est un « dé »vérifiant
P(X = 1)=]P(X=7)=%,]P(X=3)=IP(X=4)=IP(X=5)=IP(X=6)=0.
On représenterait plus classiquement X par une piece équilibrée avec un cdté numéroté 1 et 1’autre 7.
Exercice 14 (correction)
A venir.

Exercice 15 (correction)

1. 11 s’agit d’une variable aléatoire ne prenant que les valeurs O et 1. Il s’agit donc, par définition, d’une variable aléatoire suivant une loi de
Bernoulli. Son parametre p est P(1 4 = 1) = P(A) (on a I’égalité des évenements {1, = 1} = A par définition de 1 4).

2. Soit w € Q. On note ny = N(w). On a alors 15N (w) = 50 D’autre part, puisque ]l{N:n}(a)) = 0 pour n # ng et 1 sinon, on a bien
EnZO IS"]l{N:n} = ISN.

12



3. Ona

G, (1) = B[]

+o0
= l 511 { N=n}] (d’apres la question précédente)
n=1
+00
= Z E 5] BI1L{ yop] (linéarité de I’espérance et indépendance de .S, et N)
n=1
+00
= Z G Sn(t)]P(N =n) (espérance d’une Bernoulli)
n=1
+00
= Y P(N = n)(Gx ()" (indépendance des X,)
n=1

4. On note P; la premiére piece et P, la seconde que 1’on assimile & des Bernoulli avec O pour face et 1 pour pile. On suppose qu’on choisit
la premiere piece pour compter le nombre de piles jusqu’a tomber sur une face que I’on note N et la seconde pour compter le total de piles
ensuite que ’on note S . Il suffira d’inverser p et g dans les résultats que I’on trouvera pour comparer avec 1’autre cas. La variable N suit
une loi géométrique de parametre P(P; = 0) = 1 — ¢g. On a donc, d’apres la premiére partie de 1’exercice,

Gs, () =GN (Gp (1) =Gn((1—p)+pD).

Ce qui nous intéresse c’est I’espérance de Sy, i.e. Gg (1).Orona
N

’ o __P
G, (D =pGy(1) = T—g

Si on avait choisi 1’autre piece pour commencer I’espérance du nombre de piles final serait 1%,;' Il nous reste donc a résoudre

P 4
1-.g — 1-p
< p(l-p) <<(1-9)
< p—q <p-¢
< 0 <(-9p+q-1)
P29 p<q
< {p+q21 ou p+q=s1

donc dans ces cas il vaut mieux choisir la seconde piece pour commencer et dans les autres cas il vaut mieux choisir la premiere.

Exercice 16 (correction)

A venir.

Exercice 17 (correction)

On note B, le nombre de boucles formées apres k étapes.

A la n-2me étape on a noué 2(n — 1) extrémités entre elles, il en reste alors 2(N — n + 1) disponibles. On en choisit une au hasard. Cette
extrémité appartient a une composante qui n’est pas une boucle car les boucles n’ont aucune extrémité disponible. Cette composante posseéde une
unique autre extrémité et la seule fagon de créer une nouvelle boucle est de choisir cette extrémité, ceci avec probabilité
on peut poser les évenements
A, 1« On forme une boucle a I’étape n ».

On a alors le nombre de boucle formées a n étapes qui vaut Z;’zl 1,,- Donc I’espérance du nombre de boucle a la fin des N étapes est

1
NI Formellement

N N

N N N
1 1
E[By]=E lzfﬂf‘n] :Z‘{E[ﬂ/‘n] :Z;IP(A"):ZZN—an zzzn—l'

n=1 =1

13



~ i donc

. L . 1
Il s’agit d’une série divergente de terme général 5

n—1 2n
< 1 < 1 1
[By] EZn—l N—>+oor;2n N-o+oo 2 n(n)

Exercice 18 (correction)

1. On commence par remarquer que si pged(n,d) = 1 alors, d’apres 'identité de Bézout, il existe u,v € Z tels que nu + dv = 1 donc

dv=1¢€ Z/nZ et donc
D,, = {ﬁe%/nmkez} = Z/nZ C D,

donc D, = Z/nZ. On peut alors faire le cas général. On pose 6 = pged(n, d) et d = aé et n = 6. On a alors pged(a, n) = 1 donc

D, =d(Z/nZ) = éa(Z/nZ) = 6(Z/nZ) = Dy.
Enfin, Dy = {6, 3, %, L (f - 1)5} car f6 = n = 0 mod n et toutes les classes sont distinctes. Donc, par définition de la probabilité
uniforme on a 5 .
PD)==—=—-=—"F"—.
n 6 pged(n,d)
2. Onnote 6; = pged(n,d;). Ona Dy n--N Dy = Ds N--N Ds etles ; sont aussi premiers entre eux deux a deux. Pour m € Z tel que
me& Ds N--NDs onaVl <i<r, 6 | m Mais les 6; étant premiers entre eux, d’apres le lemme de Gauss, §; -+ 6, | m. D’ou I'on déduit

quem € Ds, .5 . Onaalors Ds N--NDs = Ds .5 (autre inclusion est immédiate). Finalement,

]p(Dd1 ﬂ'"ﬂDd,> =]P<D51 ”"'”D6,)=]P<D51~~5,)= 5 15 =6ll...6l=]P<Ddl)...1p<Ddr)_
r r

3. On considere I’événement (Z/nZ)*, I’ensemble des inversibles modulo # qui est de cardinal g@(n). Onam € (Z/nZ)* © V1 <i<r,m &
D,, ie. (Z/nZ)* = ﬂ:zl D;.. Or deux éveénements sont indépendants si, et seulement si leurs complémentaires sont aussi indépendants.

P (/) = 22 = P(ﬂDi) =[0v(2;) =11 <1 ) %) '
i=1 i=1 !

i=1

On en déduit que

Exercice 19 (correction)

1. On a1 valeur propre évidente car la matrice M — I, est de rang 1. Par le théoréme du rang I’espace propre associé est de dimension n — 1.
Donc 1 est de multiplicité au moins » — 1 dans le polyndme caractéristique. On note A la valeur propre de M qui est encore inconnue. Elle
doit vérifier

Tr((M)=0=A+1+--+1=A+n-1
donc A = —n + 1. On en déduit que y,,(X) = (X — D"NX +n—-1).

2. D’apres la question précédente le polyndme caractéristique de M vérifie y,,(X) = det(X1, — M) = (X + n — 1)(X — 1)". Par ailleurs,
par définition du déterminant

det(XT, = M) = ) £(0)a; 4

cEQ,

avec a; ,;) = X si o(i) = i et 1 sinon. Donc on a bien

det(X1, - M) = ) &)X

0EQ,

3. Lecoefficient constant de y,, correspond aux permutations sans point fixe donc aux éléments de D,,. En identifiant les coefficients constants
des deux polyndmes a gauche et a droite de 1’égalité obtenue en question 2 on obtient

Card{c €D, |e(c) =1} - Card{c €D, | e(0) = -1} = (-1)" ' (n—1).
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4. On a alors

#K,  #K_ +(=1)"(n—1) (-1)"(n—1)
PY,=1)= = =Py, =-1)+ ——.
&, =1 > D , ) >,
En ajoutant IP(Y,, = 1) de part et d’autre on obtient alors
— n — p—
2w, =1 =1+ 207D gone pey, = 1)—1‘ —_n=1
D, 2 1 (=D
2.0y
k=0 k!
Or Zn: (=D — e L.Dou [P(Y, =1)— l‘ ~—
& k! ' ne 2| 2m-D

Exercice 20 (correction)

L’ensemble Q est de cardinal (Zn”) Soit k € {0, ...,m}. Pour que X = k il faut et il suffit de choisir k éléments dans A et n — k dans B ce qui

2:__11" ) choix parmi les (Zn") possibilités. Autrement dit,

() () -(2)

correspond a (']':)(

Le cas particulier m = n donne

Exercice 21 (correction)

On pose T la variable aléatoire T = #AN Z et Y la variable de Bernoulli Ny 4, 7>4pn7 de paramétre PHANZ > #BNZ) = % La variable T

ny( n ) n\2
est a valeurs dans {0, ... ,n}etona P(T = k) = % = E’;Z) . Car Z est uniforme sur un ensemble a (2:) éléments et pour que #AN Z =k
il faut et il suffit de choisir k €léments dans A et n — kn dans B. Ennﬁn, onremarque que #BNZ =n—Tdonc X =YT + (1 -Y)(n—T) quiesta
valeurs dans X (Q2) = { [g] , n} d’ou ’on déduit grace au systeéme complet {Y =0}, {Y = 1} que Vk € X(Q),

PX=k=P(YT+(=-Y)n-T)=kn¥ =) +P(YT+(1=Y)n—-T)=k) n (Y =0))
=P(T=kn¥ =1))+P(T =n-k)nY =0)

o i (Y=1) C{T=k)

=PT =k)+PT =n-k) car{ {(Y=0} C{T=n-k}
n\2

=21P(T=k)=2£.

()

Exercice 22 (correction)

A venir.

Si vous trouvez des erreurs, des simplifications ou que vous avez des questions sur cette colle merci de m’envoyer un mail a I’adresse ci-dessous
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