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Introduction

Jeu de Dooble

Il existe un jeu aux propriétés mathématiques surprenantes :
le jeu de Dooble. Ce jeu possede 57 cartesE] qui possedent cha-
cune 8 symboles. La propriété remarquable de ce jeu est que
chaque paire de carte a exactement un symbole en commun, ni
plus ni moins! On peut s’amuser a chercher sur les trois cartes ap-
parentes de la Figure[I|quels symboles elles ont en commun deux
a deuxP] Il existe alors différentes variantes permettant de jouer
au jeu. L'une d’elle consiste a distribuer les cartes aux joueuses et
a en laisser une face visible au centre de la table. Chaque joueuse
devra alors se débarrasser le plus rapidement de son tas de carte
en identifiant le symbole en commun avec la carte au centre et en
remplacant cette derniére avec la sienne. Ajoutons que, si le jeu
de Dooble était complet, une autre propriété intéressante est que
pour chaque paire de symbole il existerait une unique carte sur
lesquels ils figurent.

Que ce soit a des fins récréatives ou purement cogitatoires on peut se demander s’il existe des va-
riantes de ce jeu avec

FIGURE 1 —Jeu de Dooble

1. Un nombre de cartes différent
2. Un nombre de symboles par carte différent

3. Si pour un méme nombre de cartes et de symboles il existe deux jeux de Dooble différents. C’est-
a-dire qu’on ne peut obtenir 'un a partir de 'autre en changeant simplement les symboles.

Le tableau[2résume I'état des connaissances actuelles sur ces questions la (la ligne rouge correspondant
au jeu de Dooble). La premiere colonne représente le nombre diminué de 1 de symbole par cartes, aussi
appelél’ordredujeu. La colonne suivante indique le nombre de jeu différents qui peuvent étre construits
pour un ordre donné et les deux dernieres indiquent respectivement le nombre de cartes qu’auraient un
tel jeu et le nombre symboles au total. Pour un tableau plus complet voir https://ericmoorhouse.
org/pub/planes/.

Lien avec la géométrie finie

Aussi surprenant que cela puisse paraitre ce qui va nous permettre de répondre a certaines de ces
questions combinatoires est la géométrie! Commencons par changer de vocabulaire pour y voir plus
clair et nommons les cartes « droites » et les symboles des « points ». Si un symbole est sur une carte on
dira alors que la droite correspondante passe par le point. On peut alors reformuler les propriétés de
notre jeu de la facon suivante :

1. « Chaque droite posséde le méme nombre de points. »
2. « Par tout couple de points passe une seule droite. »

3. « Chaque paire de droites se croise en un méme point. »

1. Enréalité le jeu original ne posséde que 55 cartes pour des raisons qui me sont inconnues pourtant il devrait en possé-
der 57.11 en manque 2.

2. Réponse : Le clown pour les deux cartes du bas, le point d’'interrogation pour celle de gauche et celle du haut et 'ancre
pour la derniére paire.
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Nombre de symboles | Nombre de jeux | Nombre de cartes | Nombre de symbole
par carte —1 différents au total au total

2 1 7 7

3 1 13 13

4 1 21 21

5 1 31 31

6 0 43 43

7 1 57 57

8 1 73 73

9 4 91 91

10 0 111 111
11 1 133 133
12 ? 157 157

FIGURE 2

Enoncé de cette maniere, on l'aura reconnu, il s’agit de la géométrie projective plane! Cette derniére
ressemble a la géométrie affine plane a 'exception prés qu'en géométrie projective plane toutes les
droites se croisent, i.e. il n’existe pas de droites paralléles.

Objectifs de ce document

Lobjectif de ce document est de présenter des résultats élémentaires de géométrie plane et d’explo-
rer le tableau de la Figure[2|a I'aide d’outils les plus élémentaires possibles.

Objectifs réalisés

Un des objectifs que je souhaitais réaliser était une preuve de I'existence de deux plans projectifs non
isomorphes d’ordre 9. C’est a dire prouver qu'’il existe deux jeux de Dooble ayant chacun 10 symboles
par carte et qu’'on ne peut obtenir un jeu a partir de I’autre simplement en changeant les symboles.

Objectifs a réaliser

Voici la liste des objectifs que je souhaite réaliser dans ce document :

e Prouver al’aide d’outils élémentaires qu’il n’existe pas de plan projectif d’ordre 6, i.e. qu’il n’existe
pas de jeu de Dooble dont le nombre de symboles par carte est 7 ou de fagon équivalente qu'’il
n’existe pas de jeu de Dooble a 43 cartes. Ce résultat est une conséquence du Théoreme de Bruck-
Ryser que s’il existe un plan projectif d’ordre g de la forme g =1 mod 4 ou g =2 mod 4 alors g
est somme de deux carrés. Ainsi, s'il existait un plan projectif fini d’ordre 6 alors 6 serait somme de
deux carrés d’entier ce qui n’est pas le cas.

Structure du document

Dans la Section[1]de ce document nous allons définir de fagon axiomatique les plans projectifs finis
ainsi que les plans affines finis. Nous étudierons alors ces deux objets. Nous montrerons que si un plan
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projectif d’ordre d, i.e. ayant toutes ses droites de cardinal d + 1, alors il posséde d? + d + 1 points (Théo-
réme que si les droites d'un plan affine ont d points alors ce dernier a d? points (Théoréme. Enfin
nous définirons des morphismes de plans. On comprendra alors notamment pourquoi la 3-eme et la
quatrieme colonne de ce tableau sont identiques, i.e. pourquoi un jeu de Dooble doit posséder autant
de symboles que de cartes ou, en langage géométrique, pourquoi un plan projectif fini doit avoir autant
de points que de droites.

Dans la Section[2]nous tenterons de tisser des liens entre les plans projectifs et les plans affines. Nous
verrons que ’on peut construire un unique plan projectif de cardinal d? + d + 1 a partir d'un plan affine
de cardinal d? en lui rajoutant une droite et que, réciproquement, on peut construire des plans affines
a partir des plans projectifs en leur retirant une droite.

Dans la Section[3|nous définirons des sous-ensembles du groupe symétrique S ; appelés des pelotes.
Il existe une certaine dualité entre ces objets et les plans affines finis. De plus on montrera que deux
plans affines sont isomorphes si et seulement si leurs pelotes associées sont conjuguées 'une de I'autre.

Dans la Section on définira de nouveaux plans affines appelés plans de Moulton d’ordre g> pour q
une puissance d’'un entier impair.

Enfin, dans la Section[5} grace aux résultats sur les pelotes on montrera que ces plans affines ne sont
pas isomorphes aux plans affines canoniques issus de la structure affine de (I qz)z.

1 Plans finis

Définition 1. Soit P un ensemble fini de cardinal m et ¥ < & (P) composé de sous-ensembles de P. Deux
éléments D, D' € 9 sont dits paralléles lorsque D N D' = @. On consideére les axiomes suivants :

Axiome 1: Tous les éléments de & sont de méme cardinal > 1.
Axiome 2: Pour tout couple d’éléments x # y € P il existe un unique D € & tel que x, y € D.
Axiome 3: Pour tout D # D' € 9,Dn D' = {x} pour un élément x € P.

Axiome 3’: Il existe D € 9 et x ¢ D tel qu'il existe exactement une parallele D' a D telle que x € D'.

Les éléments de & sont alors appelés droites de P et puisqu'une droite D est déterminée par deux de
ses points on pourra noter D = (xy) six # y € D.

Plans projectifs finis : Un couple (P, 9) vérifiant les axiomes (1), (2) et (3) et tel qu'il existe 4 points dis-
tincts de P dont 3 ne sont pas alignés est appelé un plan projectif fini. Lentier d tel que toutes les
droites sont de cardinal d + 1 est appelé l’ordreﬁ du plan projectif.

Plans affines finis: Un couple (P, 2) vérifiant (1), (2) et (3) est appelé un plan affine fini. Lentier d tel
que toutes les droites sont de cardinal d est appelé I'ordre du plan affine.

Remarque 1.

1. Le fait d’exiger qu'il existe 4 points dont 3 ne sont pas alignés permet d’éviter que le couple d’en-
sembles (P, 7)) avec P = {A,B,C} et ¥ = {{A, B}, {A, C},{B, C}} ne soit considérer comme un plan pro-
jectif. En effet, ce dernier satisfait les 3 premiers axiomes mais on ne peut pas créer son dual affine
comme on souhaite le faire dans la Section[d car ne dernier n'aurait qu'un point et une droite qui
possederait un seul point et contradirait donc le premier axiome.

2. Laxiome (3) est implique l'inexistence de droites paralléles.

3. Le fait de considérer ce d + 1 au lieu de d permet d’obtenir des plans projectifs et affine de méme ordre par dualité.
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3. Concernant la définition des plans affines finis on est obligé de forcer le nombre de paralléles passant
par un point a étre au plus 1 pour éviter les ensembles qui ressemblent a des (I ;)" dont la géométrie
ne ressemblera pas du tout a la géométrie plane.

Par exemple, dans IF% chaque droite D admet 3 paralleles passant par tout point x qui n'est pas sur
D.

Exemple 1. Pour tout corps fini I ; le couple (IPZ(IFq), 9) avec 9 U'ensemble des droites de ]PZ(IFq) est un
plan projectif fini.

Exemple 2. On peut se demander s'il existe des plans projectifs finis P = {a, B,y,6} a 4 éléments. Si tel
est le cas ses droites devraient avoir 2 ou 3 points. Si les droites ont 2 points alors les droites (af) et (y6)
existent par le second axiome et ne s'intersectent pas. Si les droites ont 3 points alors on peut supposer
que D = {a, B,y} est une droite. La droite D'(5a) possédant un troisieme point disons f alors a et 3 sont

traversés par deux droites distinctes ce qui contredit le second axiome. Il n'existe donc pas de plan projectif
fini de cardinal 4.

Exemple 3. Soit R un anneau commutatif fini. Alors le couple (R, 9) avec
2 ={{(x,y)/ax+by+c},(a,b,c) € R*\ {0}

est un plan affine fini si et seulement si R est integre.
Si R intégre, commutatif et fini alors R est un corps donc R? est l'espace affine classique.

Si R non integre alors on pose a # 0 un diviseur dezéro et b # 0,ab = 0. Alors la droite y = ax rencontre
¥ =0 en deux points distincts (0,0) et (b,0) ce qui contredit le second axiome.

1.1 Plans projectifs finis

Théoreme 1. Soit (P, 9) un plan projectif fini avec #P = m d’ordre d. Alors

1. d divise m — 1 et chaque point est traversé par ’”T_l droites.

2. Onam=d*+d+1.
3. #P=m=d*+d+1.

Démonstration.

1. Soit x € P et k, le nombre de droites qui traversent x. D’apreés le second axiome l’application

suivante est bien définie
¢p: P\{x} —Z

y — (xy)
Puisqu'’il s’agit d’ensembles fini on a #P \ {x} =Y pcy #(p‘1 {D}.Cecidonne m—1=k,-d.
2. Soit D une droite quelconque et x ¢ D. On pose Z, I'ensemble des droites contenant x. Alors
I'application
¢: D — I,
y — (xy)
est une bijection. En effet, elle est injective car sinon on aurait deux points y # z € D tels que (xy) =
(xz), i.e. x,y,z alignés, i.e. x € (yz) = D absurde. Elle est surjective car toute droite D’ passant

par x est distincte de D et coupe donc D en un unique point y, i.e. ¢(y) = D’. On en déduit que
d+1=""1doncm=d*+d+1.

5 29



3. On note k = #% le nombre de droites. On calcule S = Y pc4#D de deux fagons différentes On a
bien entendu S = k(d +1). Chaque point étant traversé par " L droites onaaussi S = d -m.D’ou

_ m(m-1) 2
k= 4@ =d“+d+1.

O

Définition 2 (Plan projectif fini dual). On considere (P, %) un plan projectif fini. On pose (P*,2*) avec
=9 et P* = P ouion identifie x € P avec{D € 9/x € D} et on pose pour x# y € 7*,xny = (xy) € P*.
Alors (P*,27%) est un plan projectif fini appelé dual de (P, %). On a alors bien entendu ((P*)*,(2*)*) =
(B9D).
Démonstration.
1. Laxiome (1) est satisfait d’apres le premier point du Théoremel[l]

2. Soient D,D' € P*=%.0na donc[ﬂ D,D'e x© D,D’ € x,i.e. x€ Dn D’. Mais d’apres 'axiome (3)
vérifié par (B, Z) il existe un unique x € P vérifiant cette propriété.

3. Laxiome (3) est vérifié pour (P*, Z*) car (P, ¥) vérifie 'axiome (2).

1.2 Plans affines finis
Théoreme 2. Soit (A, Z) un plan affine fini d'ordre d. Alors

1. Chaque point de A est traversé par ’;’T_ll droites.

2. Pourchaquexe AetD e % telle que x ¢ D il existe une unique paralléle a D passant par x.
3. #A=d*

4. #2 =d(d+1).

Démonstration.

1. La preuve de la premiere assertion du Théoreme (1| n'utilise que les axiomes (1) et (2) donc reste
vraie en affine. Donc le nombre de droites passant par x est ’L?T_ll.

2. On pose D une droite et x ¢ D. On considere "application

QY. D — YDy
y —(xy)

qui est une injection et définie une bijection sur ’ensemble des droites passant par x non paral-
leles a D. Donc, d’aprés le point précédent, en notant pp € {0,1} le nombre de paralleles a D
passant par x,onad = — pp,x- On en déduit que p = pp x =d — qu1 ne dépend pas de x
ni de D. Puisqu’au m01ns une droite admet exactement une parallele on ap=1.

3. D’apreés la preuve de I'assertion précédente chaque point est bien traversé par 7= 1 droites et on a

’;’le 1 =d donc m = d? avec m = #A.

4. Pour #% = d(d + 1), exactement la méme preuve que le point 3 du Théorémefonctionne aussi.
O

On a aussi ce corollaire qui justifie le fait que la relation "étre paralléle ou égale" est une relation
d’équivalence

4. Onrappelle qu'on identifie x € ™ avec I'ensemble des droites qui traversent x.
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Corollaire 1. Soit (A, %) un plan affine fini. Soit D1, D,, D3 trois droites distinctes de &. Supposons que
D, et D, sont paralleles et que D, et D3 sont paralleles. Alors D, et D3 sont paralleles.

Démonstration. Supposons que D; et D3 ne soient pas paralleles. Alors il existe x € D; N D3 mais alors
D, possede deux paralléles passant par le point x ce qui contredit 'unicité énoncée dans le second point
du Théoreme[2l O

Définition 3 (Direction d'une droite). Soit (A, Z) un plan affine fini. D'apres le Corollaire[]] la relation
étre parallele ou égale définit une relation d’'équivalence ~ sur 4. On appelle direction d’'une droite D € &
sa classe dans le quotient 91 ~ notée D.

Proposition 1. Soit (A, ¥) un plan affine fini. Soit 6 € |/ ~ une direction alors

A= || D

DePID=6
En particulier, {D €2/D = 6} =d.

Démonstration. Lorsque I'on considere des droites D, ..., D, toutes paralleles deux a deux alors leur
unions est disjointe. On part d’une droite D; de direction § puisque #D; = d < d? = #A il existe x; €
A\ D;. On considere D, I'unique droite parallele a D, passant par x;. On a alors #(D; U D) = 2d. On
suppose construites r droites Dy, D»,..., D, paralleles deux a deux. Leur union est de cardinal rd. Tant
que rd < d? i.e.r <dilexiste x,41 € A\ (D; U---UD,) de telle sorte qu’il existe D,;1 passant par X, et
paralléle a Dy donc a D; pour i < r d’apres le Corollaire[1] O

Corollaire 2. Soit (A, ) un plan affine fini alors
#(D~)=d+1.
Démonstration. On considere la surjection canonique

n. 9 —9/~
D — D.

Comme d’habitude, ¥ est partitionné par les préimages des singletons par 7, i.e.

dd+l)=#2= Y #1').
5e9/~‘T

Proposition 2. Soit A un ensemble fini de d* éléments avec d = 2, et 9 < P (A). On suppose que
1. VDe 92,#D =d,
2. 9= |_|§i:+11 0; avecVi,d; sous-ensemble de & de cardinal d,
3. Vl<i<d+1,VD#D'€é6;,DnD =¢,
4. VD,D'e 2,#(DnD') <1.
Alors (A, 2) est un plan affine fini.



Démonstration. Laxiome 1 et 3’ sont tous deux vérifiés par les hypotheéses 1 et, 2 et 3. Il reste a vérifier
que l'axiome 2 est vérifié. On pose (Z/ ~) = {61,...,04+1} appelé I'ensemble des directions de A. On
remarque que pour tout 1 <i <d +1,Upes; D est une partition de A. En effet, I'union est disjointe donc
c’est un sous-ensemble de cardinal d? de A donc c’est exactement A. Pour tout point z€ Aet§ € 2/ ~
,A!D € 6|z € D. On note 6, cette droite. On en déduit aussi que toute droite de direction différente se
croise en un unique point. En effet, si D € §,D' € §’ avec § # &' par tout point de D passe une droite
distincte de ¢’ et D a d point et §’ possede d droites dont D'. Soient x # y € A. On veut montrer qu'il
existe une unique droite qui passe par x et y. L'unicité est assurée par I'hypothese 4.

On fixe 6 un élément quelconque de 2/ ~ et §,, la droite de 6 passant par y. Si elle contient x on a
terminé. Sinon, on pose alors

(91 ~)\{6} — 6,
6" —06\nod,

qui est injective car les droites de ¢’ ne se croisent pas. Elle est donc aussi surjective car I'ensemble de

départ et d’arrivée sont de méme cardinal. Donc il existe une direction dont une droite contient x et
. O

1.3 Morphismes de plans finis

Dans cette section on définit la notion de morphisme de plans qui nous permettra de comparer des
plans entre eux.

Définition 4 (Morphismes de plans finis). Soient (E,?) et (E',2') deux plans finis (projectif ou affine).
Un morphisme de plans finis est une application f: E— E' tellequevD e 9,3D' € 9'] f(D)< D'.

On dit que (E, 2) et (E',2') sont isomorphes si, et seulement s'il existe f: E — E' et g: E' — E deux
morphismes tels que fog =idp et go f =idg.

Définition 5 (Morphismes séparants/proprement séparants). Soient (E, ) et (E', ') deux plans finis.
On dit qu'un morphisme de plans finis f: (E,9) — (E',2') est séparant lorsque VD € 2,3'D' € &' telle
que f(D) < D'. En particulier, f induit une application

f@: 2 — 9
D +— D' telleque f(D)< D’

Ondit que f est proprement séparant lorsque f est séparantetN'D,D' € 9, f(DND') = f4(D)n fo(D').
En particulier, un morphisme proprement séparant respecte le parallélisme.

Les morphismes injectifs sont toujours séparant car pour tout x, y € A et pour toute droite D' € &’
telle que f((xy)) € D' on a f(x), f(y) € D' donc D' = (f(x) f()) bien définie car f(x) et f(y) sont dis-
tincts.

Exemple 4. Soit s = 1 un entier et q une puissance de nombre premier Fé — Ff]s Uinclusion canonique.
Est un morphisme de plans affines finis proprement séparant car deux droites affines non verticales sont
paralleles si et seulement si elles ont la méme pente et une ordonnée a l'origine distincte ce qui ne change
pas quand on les injecte dans ]FZS. De méme l'intersection de deux droites paramétrées par des éléments
delf ; a son intersection dans It  si elle en a une.

Exemple 5. Linclusion canonique
2 —P*(F,)
(x,y) —[x:y:1].
est un morphisme de plans finis séparant.
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Exemple 6. On consideére ]Fg muni de sa structure affine canonique. Alors, pour toute application IF% -
(A, 9) est un morphisme de plans finis.

Si on consideére le cas particulier oii (A, &) est IE‘% muni de sa structure affine canonique et IF% — IF% est
induit par l'injection Oy, — O, et 1y, — 1y, alors c’est un morphisme séparant car injectif mais n'est pas
proprement séparant car les droites y = x et y = 1 — x sont paralléles dans ]F% mais se croisent en (—1,-1)
dans ]F% donc l'injection ne respecte pas le parallélisme.

2

0

0 1 2

FIGURE 3 — En bleu I'image de la diagonale et de 'antidiagonale de IF% et en rouge les droites de IF% qui
les prolongent

Proposition 3. Soient (E, ) et (E', 2") deux plans finis et f: E — E' une application. Alors les proposi-
tions sont équivalentes :

1. f est un isomorphisme.

2. f: E— E' est un morphisme bijectif.

3. f induit une application bijective
2 —9
D — f(D)

Dans ce cas E et E' sont tous les deux affines ou tous les deux projectifs et f est proprement séparant.

Démonstration. On commence par prouver que s'il existe une bijection E — E' ou 2 — &' alors (E, 2)
et (E',2') sont tous les deux projectifs ou tous les deux affines et d = d’ (avec d, d’ les ordres des deux
plans).

On suppose que f: E — E' morphisme bijectif. D’apres la section précédente qu'’ils soient projectifs
ou affines le cardinal d'un plan fini est déterminé par le nombre de point par droite. Supposons par
I'absurde que I'un soit affine de cardinal d? et I'autre projectif de cardinal d’?> + d’ + 1. On a alors d? =
d"”? +d' +1,i.e. en passant a la forme canonique

1 1
(d—d’—é) (d+d’+§):2@(2d—2d’—1)(2d+2d’+1):3

donc2d-2d'—1=1et2d+2d' +1 =3 ce quiimplique d = 1 absurde.

Donc E et E' sont du méme type et donc ont le méme nombre de points par droite (car d — d? et
d — d? + d + 1 sont injectives sur R™).

On prouve de la méme facon que s'il existe une bijection ¥ — &' alors (E, 2) et (E',2') sont de
méme type. En effet, si ce n’était pas le cas on aurait une égalité de la forme d? +d = d'* + d' +1 ce qui
est impossible car I'entier de gauche est pair et celui de droite est impair.

(1) = (2): Evident.



(2)=(1): Onposeg=f"1.SoitDe P etD € P telle que f(D) < D'. Le morphisme f réalise donc
une injection de D vers un ensemble de méme cardinal c’est donc une bijection d’inverse . Soit
D' e 9' et x',y' deux points distincts de D'. Soient x = f~}(x'), y = f~1(y/) distincts et D = (xy) € Z
alors f(D) = D" avec D" € Z et x', ' € D" donc D" = D'. On a donc bien g(D') = D€ & et donc g
est bien un morphisme.

(2) <= (3): Lapreuvede (2) = (1) prouve (2) = (3). Maintenant, supposons (3). Par hypothese, f estun
morphisme. Soit x # y € D € & alors f((xy)) = D’ pour une certaine droite D' € &’'. Puisque d = d’
et que f|p est surjective entre deux ensembles de méme cardinal alors elle est aussi injective donc
f(x) # f(y) donc f est injective entre deux ensembles de mémes cardinaux donc elle est bijective.

O

Corollaire 3. Soit f: (A,2) — (A, 2") un isomorphisme de plans affines. Alors, la bijection 9 — 9’
induite par f passe au quotient modulo ~, i.e. [ envoie des droites paralleles sur des droites paralleles.

Démonstration. Soient D1, D, € & paralléles alors, puisque f est une bijection,
f(D1NDy)=f(@)=90 = f(D1)N f(D2)

donc f(D,) et f(D,) sont paralleles. O

2 Dualité partielle affine-projectif

2.1 Projectivisation des plans affines

Dans cette partie on souhaite construire un plan projectif d’ordre d a partir d'un plan affine d’ordre
d et prouver que cette construction est unique a isomorphisme pres.

Théoreme 3. Soit (A, Z) un plan affine fini d'ordre d alors il existe un plan projectif fini (A, D) d'ordre d
etun morphism_e injectif (A, 9) — (Z,@).

De plus (A, 2) est unique d isomorphisme preés, i.e. pour toute injection (A, 2) — (P.2") oit (P, 2') est
un plan projectif d’'ordre d alors (P, 2") = (A, 2). Le plan (A, 9) est alors appelé le projectivisé de (A, 7).

Qémonstmtion. Soit (A, Z) un plan affine fini d’ordre d. D’apres le Théoréme #2 =d(d+1).0n pose
A=Au{otu--- {6441}, avec Y/ ~=1{01,...,0 4+1}, i.e. on rajoute formellement les d + 1 directions a A

que I'on appelle points a l'infini. On pose pour tout D telle que D= 85,D=DL{d} et Do =1{01,...,0 411}
que 'on appelle droite a l'infini ou horizon de A. Enfin, on définit

§:{5,De@}u{Dw}.

On vérifie que les 3 axiomes sont bien vérifiés pour (4, 2).
Axiome 1: Les droites ont bien toutes d + 1 (on ajoute 1 point aux droites affines et #Do, = d + 1).
Axiome 2: Soient x # y € A.

 Si x, y sont tous les deux a I'infini alors la seule droite qui les contient est D, car toute droite
issue de droite affine contient exactement 1 point a I'infini.

 Si x,y € Aalors, par le deuxieme axiome, 3!D = (xy) € & qui passe par x et y. Il est clair que
c’est toujours la seule droite qui vérifie cette propriété.
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» Si x affine et y = 6 a l'infini alors il existe une unique droite D de direction § qui passe par x
eton a x, y € D par définition. Les autres droites affines passant par x ne sont pas paralléle a
D donc sont complétées par un autre point que y al'infini. Enfin, x ¢ D.

Axiome 3: Soient D # D' € 9 deux droites.

e Si D et D’ sont issues de droites affines de méme direction § alors elles n’ont pas d’intersec-
tion affine par définition mais elles se croisent en 6.

e Si D et D’ sont issues de droites affines de direction différentes alors elles admettent une
unique intersection affine par définition et leurs points a I'infini sont différents.

e Si D estissue d'une droite affine et D' = D,. Alors DN D' = {x;} avec D= 0;.

On montre maintenant I'unicité. Soit t: (4, 2) — (4, 2) I'injection qu’on vient de mettre en valeur et
soit f: (A, 2) — (P.Z') une autre injection vers un plan projectif d’ordre d. On veut définir une appli-
cation ®: (B.2') — (A4, 2). Pour tout y € f(A) on pose ®(y) = «(f () (f réalise un isomorphisme sur
son image). Il reste y1,...,y4+1 € P\ f(A) pour lesquels on doit définir 'image par ®. On les appelles les
points a l'infini.

On remarque que, puisque f est injective, elle est séparante et donc induit une application f: 2 —
9' définie par Vx # y € A, f((x))) = (f(x) f()). Chaque droite de P étant de cardinal d + 1 on a pour tout
De 2, f(D) = f(D)u{y;} pour un certain i.

Soient D, D' € § deux droites paralléles de 2. On note f(D) = f(D)u{y} et f(D') = f(D)u{y'}. Alors

FO)nfD) = (fFDyu{y})n(FDYu{y}) = F@nDYU({ytn{y}) ={yin{y}.

Donc, puisque (P, Z2') est supposé étre un plan projectif, par 'axiome 3, y = y'. C’est-a-dire que les
images de droites de méme direction se croisent en un méme point a 'infini. On peut donc définir une
application

T 9/~:{51,...,5d+1} —’{yl,...,yd+1}
5§ — f(D)\ f(D) pour D€é.

Soit D, D' € 2/ ~ tels que (1_5) =7 (B’) =y.Si D et D’ se croisent en x € A alors

FD) = fD)u{y} = FIDYu{y}=FD") = (Fp.

Donc D = D' donc 6 = ¢, i.e. 7 est injective et on peut supposer que 7(5;) = y; quitte a réordonner les
Yi-

On rappelle que A=Aui{by,...,0 d+1} avec §; considéré comme point d’intersection de toutes les
droites D = DL {8} telles que D= 6 une direction. On pose donc ®(y;) =90;.

Ainsi @ est une application bijective, il reste @ montrer qu’il s’agit d'un morphisme. On remarque
que f(D) = f(D)u{x} = f(D’ ) = f(D)u{x'} implique x = x" et D = D' donc fest injective donc atteint
d? + d droites de Z'. 1l en reste une derniére Dy, qui n'est pas dans I'image de f Si Do, possédait deux
points f(x), f(y) de f(A) alors elle coinciderait avec f(xy) et si elle en possédait de la forme f(x) et y;
alors elle coinciderait avec f(D) oi1 D est 'unique droite de direction 77! (y;) et passant par x. Donc Do
est composée de points a I'infini. Puisqu'il n'y en a que d + 1 alors Do, = {1, ..., Ya+1}-

Soit D € 2’ une droite possédant un point x dans f(A), on pose y = DN Dy,. On a alors D = f(DO)
pour une droite D de direction § = 7! (y) passant par x. On a donc

(D) = D(f (Do) U {y}) = D(f (D)) L{P@()} = u(f~ (D)) L {x} = D) L {x} = DL {x}

avec x correspondant 2 la direction 8. Et ® envoie bien la droite 4 I'infini de P sur celle de A. O
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Proposition 4 (Prolongement des morphismes affines séparant). Soit(A, 2) et(A', 2') deux plans affines
finiset f: (A, 2) — (A, 2") un morphisme proprement séparant. Alors il existe un unique morphisme f
tel que le diagramme suivant commute

A2 —Ls A, 9

{ 1

(A7) = (4.7

Démonstration. Soit x € 1(A) on pose f(x) = t’(f(L_1 (x))). Onrappelle qu'on peut définir A par AL(Z/ ~),
le plan affine A auquel on rajoute formellement les directions. On considére maintenant § € A une direc-
tion vue comme un point de A. Soient D;, D, deux droites de directions 8. Puisque f et i’ sont séparants
on peut définir y € 7 par (o f)g(D)N (o )y (D7) (ou (o f) 4 est'application qui a une droite D de &
renvoie I'unique de 7 qui contient I'image de D par (o f). Puisque f est proprement séparant f (D) et
f2(D>) sont paralléles et donc y se situe a l'infini et ne dépend que de la direction de f5(D;) et donc que
de la direction de D;. On a donc une application bien définie 7: 2/ ~— 2'/ ~ qui permet de prolonger
définir fsur les points a l'infini de A, ie. f(6) =7(0).

On montre que f préserve I'alignement pour finir de montrer que c’est un morphisme. Puisque
f( @1~ D'l ~etque Do = 2/ ~ et D', = 9'| ~ sont des droites, f préserve bien I'alignement a
I'infini. Soit D = DU {B} une droite de 7 issue d’une droite affine D € 2. Alors f(ﬁ) = fa(D)U{f ()}

avec f((‘i) la direction de f4 (D) donc c’est bien une droite de @,.~
Enfin, le fait qu’on n’ait pas eu le choix quant aux images de f prouve l'unicité. O

2.2 Affinisation des plans projectifs

On souhaite faire la méme chose que dans la section précédente pour compléter la dualité affine-
projectif. C’est-a-dire qu’étant donné un plan projectif (B, ¥) d’ordre d on va expliquer comment construire
un plan affine (A, ') a d points a partir de P et muni d'un morphisme injectif (4, ') — (P, ). Malheu-
reusement, il n'y a en général pas unicité a isomorphisme pres des plans affines contenus dans les plans
projectifs.

Théoreme 4. Soit (P, ) un plan affine fini d’ordre d alors il existe un plan affine fini (P, Zag) d'ordre d
et une injection (Pagt, Zagt) — (B, ).

Démonstration. Soit (P, %) un plan projectif d’ordre d. On considere Dy € Z une droite quelconque
gqu’'on appellera désormais la droite a I'infini. On pose P, = P\ Dy. Soit D € Z\{Dg}, on pose Dy = D\ Dy
et

Dot = {Daff’D €D\ {DO}} .

On prouve les 3 axiomes :

Axiome 1: Les droites ont bien toutes d points (on enléve 1 point aux droites projectives que I’on consi-
dere).

Axiome 2: Soient x # y € Py Alors, il existe une unique droite D = (xy) € & qui traverse x et y. Puisque
X,y ¢ Do par définition de P,g on a bien x, y € Dygr

Axiome 3’: Soit D ;é Do une droite quelconque de Z. Elle rencontre Dj en un point x,. Ce point est
traversé par d = d + 1 = 3 droites dont Dy et D donc il existe D" distinct de Dy et D qui passe
aussi par xy. On pose x € D'\ {xp}. On a alors D¢ N Daff (DND")\ Dy = {xg}\ Dg = @, i.e. D;ff est
une paralléle & D, passant par x’ ¢ D.
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3 Pelotes

3.1 Systéme de coordonnées affines

Soit (A, Z) un espace affine. On pose d x et § y deux directions distinctes et D une droite d'une troi-
sieme direction. On pose

(X1, Xo, ..., Xg) = {Xe 21X :5X}

{Yl,Yz,...,Yd}:{Ye.%?:(sy}

Pour tout (i, j), X; N'Y; = {x;;} non vide car les droites ne sont pas paralleles et forment des points dis-
tincts de A pour (i, j) # (k,£). En effet, si X; nY; = XpnY, alors i = k et j = k car il s’agit un point
commun a Xj, X, Yj et Y,. On pose E; = {1,2,...,d}. On en déduit que

Ag=E5, —A
(i,j) — XinY;

est une injection vers un ensemble de cardinal d?> donc c’est une bijection. On pose y son inverse. Ceci
nous permet d’identifier A avec 'ensemble A ; = Efl puis, en définissant les droites de A ; comme les
images des droites de A par y on a muni A ; d'une structure d’espace affine isomorphe a (A, 2).

Enfin, pour D ayant une direction différente de d x, pour tout i, on a les intersections DN X; # @ et
définissent des points distincts car sinon on aurait deux points de D sur un méme X; ce qui imposerait
D = X;. De méme les D N Y; définissent des points distincts lorsque j varie. Donc, quitte a réordonner
les X; etles Y; on peut supposer que y(D) = {(1,1),(2,2),..., (d, d)} appelée la diagonale de Ay

YD)

Y (X1)

Y (Y1)

FIGURE 4 - Tout plan affine a 25 éléments peut étre représenté comme ci-dessus avec ces 2 x5+ 1 droites

Définition 6 (Plan affine standard). SoitE; ={1,...,d} et A ;= Efi. Ondit qu'un plan affine (A4, Z) est un
plan affine standard si les ensembles de la forme Y; = {y = j} ={(i, ), i € Eq}, X; = {x = i} ={(i, ), j € Eq}
et ladiagonale{(1,1),(2,2),...,(d, d)} sont des droites. On dit alors que (X;, Y})1<i,j<a Sont les coordonnées
de(Ay, D)

Un morph_i;sme de plans affines standards f: (A4, 7) — (Ay4, P') est un morphisme de plans finis tel

que f(Xi) = X[, f (Vi) = Y et f(Dy) = D}
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D’apres ce qui précede tout plan affine fini est isomorphe a un plan affine standard.

Proposition 5. Soit f: (A, 2) — (A, 2') un morphisme de plans affines finis. Alors il existe des plans
affines standards (A 4, 7) et (A g1, 2") et deux isomorphismes de plans finis ¢ et ¢ tels que le diagramme
suivant commaute

A7) —— ', 7))

oo b

Ao ?) —L a2
avec f un morphisme de plans affines standards.

Démonstration. D’apres ce qui précede, il existe ¢: (A, Z) — (A4, ¥) un isomorphisme de plans finis.
On considere alors D = ¢~ (Dy) la préimage de la diagonale. Puisque f est un morphisme il existe une
droite D' € 2' telle que f(D) € D'. On choisit alors deux directions 6,8y € 2'/ ~ distinctes de D’ ce
qui donne un isomorphisme ¢: (A, 2') — (A, ?') de coordonnées dx,dy et de diagonale ¢'(D’). Le
morphisme f: ¢'o fop™! convient. O

3.2 Pelotes du groupe symétrique

On pose E; =11,...,d} et 545 = G(E,;) le groupe des permutations de E;. On rappelle que le support
d’'une permutation o € G, est défini par

Supp(o) = {i € Eq | 0 (i) # i}

Une pelote V' = [V,..., V1] de &, est la donnée de d sous-ensembles V. de &, appelés directions de
¥ tels que :

e dkefl,...,d-1},ide V}

o Vke{l,...,d—1},#V, =d.

e Vke{l,...,d—1},Yo # 7 € Vi,#Supp(o1™!) = d (i.e. o et T nont jamais la méme image en un
iEEd).

o Vk#/l€{l,...,d-1},Yo € Vi, 1€V, #Supp(ot ') =d -1 (i.e. i € E4/o (i) = T(i)).

D’autre partonditque Vs e G4_1,[V1,..., Vi_1] = [Vs(l), . Vs(d—l)] (I'ordre des V. n’a pas d’'importance).

Deux pelotes ¥ = (V,..., Vg_1) et ¥' = (V/,...,V)_| ) sont dites isomorphes s'il existe o € & tel que

Vkefl,...,d-1},05' Vekoo = V]
a une permutation pres des ensembles V), ..., Vé_l.

Théoreéme 5. Il existe une bijection entre les plans affines standards (A 4, 9) et les pelotes de S ;.

Démonstration. Soit (A 4, Z) un plan affine standard. On pose(Sd = )Z etdgiq = ?{ les directions cor-
respondant aux abscisses et aux ordonnées et d1,...,0 -1 € Z/ ~ les autres directions. Quitte a réordon-
ner les indices on peut supposer que la diagonale Dy est dans 0;.

Pour tout D € §; on pose op € S, tel que op(i) = j avec DN X; = {(i,j)} (D et X; ne sont pas
paralleles par hypothése). Lapplication o p est bien un élément de & car si op(i) = op(i’) = j alors D
coupe Y; en i et i’. Puisque D ¢ 8441, = i’ (sinon D coincide avec Y; en deux points donc D = Y;). On
pose Vi ={op,Ded}.

5. On considere simplement D comme le graphe d'une permutation.
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e Onabienid=o0p, € V.

e Soitop,op € Vyeti€e E;.Siop(i) =0 (i) = jalors D et D’ s’intersectent en (i, j) puisque 6 est
I’ensemble des droites paralléles ou égales de méme direction §; ona D = D' donc op = o pr donc
siD# D' €6y, Supp(aDaB}) = E,. Ceci prouve aussi que

O0r — Vi
D »——»O'D

est bijective donc Vk,#V, =#0, =d.
e Soit k # ¢ et op € Vi, 0 € Vy. Donc les droites D et D’ se croisent en un unique point (i, j), i.e.
op(i) =op (i) = j pour un unique point. Donc Supp(aDal_)}) =Eg\{i}.
Réciproquement, soit ¥ = [V1,..., V;_1] une pelote de &4. Soit k € {1,...,d—1},0 € Vi on pose D, =
{(i, j) € E%,0(i) = j}, e graphe de o et 6 = {Dy,0 € Vi}. On pose (E%, Zy) avec
d-1
Py = U {Dg,0 € VituiXy,..., X} u1,..., Yo}
k=1
avec X; ={(i, ), j € Ea},Yj = {(, J), i € Ea}.
1. Pour toute droite D = D, € Py est de cardinal d car bijectivité des élément de G, et c’estimmédiat
que #X; =#Y; = d pour tout i, j.
2. Soit (i, j) # (k, ) € E5.
e Sii=kalors j# /¢ et X; traverse ces deux points. Si D, passe par (i, j),(k,¢)onaoc(i)=j=¢
absurde. Donc seule X; traverse ces deux points.
e Si j=/{alorsi # k et Y; traverse ces deux points. Si D, passe par (i, j), (k,¢) ona o (i) = j et

o (k) = ¢ mais, par injectivité de o on devrait alors avoir i = k, absurde. Donc seule Y; traverse
ces deux points.

e Sinoni#ketj#¢.Pourl<a<d-1,onconsidere

o —o0(i)

Sio(i) =7(i) alors i ¢ Supp(ar‘l) absurde car Supp(ar‘l) = E4 par hypothese. Donc yq
injective et donc surjective. On pose alors o, I'unique permutation de Vj, telle que o4 (i) = j.

On considere alors
y: {l,...,d-1} —Ey

a —aq(k)

Siog(k)=0g(k) alors i, k ¢ Supp(aaagl) or cet ensemble doit étre de cardinal d — 1 lorsque
a # fi.e.oq # 0. Doncy estaussiinjective donc surjective. Donc il existe « tel que g 4(k) = ¢
et, par construction o4 (i) = j donc D, passe par (i, j) et (k, £).

3. Il existe une droite admettant une paralléle car les X; sont paralleles entre elles.

Donc (EZ, 9y) est un plan affine fini.
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Exemple 7. L'ensemble Fi muni de la structure d’espace affine issue de sa structure de IF s -espace vectoriel
fournit un plan affine fini (2, 2). On pose F4 = Fo(a) = {0,1, @, a + 1} avec a® + a + 1 = 0. On identifie F,
a{l,2,3,4} via la bijection
Fy, —1{1,2,3,4}
0 —1
1 —2
a —3
a+l —4

On peut alors identifier (IFy, ) a un plan affine standard (A4, 9). Les trois directions autres que la direc-
tion principale sont les suivantes

. ° ° .
. . . .
° . ° °
. ° ° .
(a) Direction Vect(1,1) (b) Direction Vect(1, ) (c) Direction Vect(1,ax + 1)

qui donnent la pelote V' = [V}, V>, V3] de &4 suivante

V1=1id,(1,2)3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)}
V2 =1{2,3,4),(1,2,4),(1,3,2),(1,4,3)}
V3=1(2,4,3),(1,2,3),(1,3,4),(1,4,2)}.

Exemple 8. Le plan affine canonique sur IFg donne la pelote suivante :

id, 2,3,4,5,6,7,8,9), (2,4,6,8)(3,5,7,9), 2,5,8,3,6,9,4,7),
(1,2,6)(3,4,9)(5,8,7), (1,2,4,8,3,9,6,5), (1,2,9,4)(3,8,6,7), 1,2,8,4,5,7,6,3),
(1,3,7)(2,4,5)(6,9,8), (1,3,5,9,4,2,7,6), (1,3,2,5)(4,9,7,8), (1,3,9,5,6,8,7,4),
(1,4,8)(2,9,7)(3,5,6), (1,4,6,2,5,3,8,7), (1,4,3,6)(2,8,9,5), (1,4,2,6,7,9,8,5),

= (1,5,9(2,8,3)4,6,7), ;,Vo=4 (1,5,7,3,6,4,9,8), ;,Va3= (1,5,4,7)(2,6,3,9), »,V4= (1,5,3,7,8,2,9,6),
(1,6,2)(3,9,4)(5,7,8), (1,6,8,4,7,5,2,9), (1,6,5,8)(2,3,7,4), (1,6,4,8,9,3,2,7),
(1,7,3)(2,5,4)(6,8,9), (1,7,9,5,8,6,3,2), (1,7,6,9)(3,4,8,5), 1,7,5,9,2,4,3,8),
1,8,4)(2,7,9),6,5), (1,8,2,6,9,7,4,3), (1,8,7,2)4,5,9,6), 1,8,6,2,3,5,4,9),
(1,9,5)(2,3,8)(4,7,6) (1,9,3,7,2,8,5,4) (1,9,8,3)(2,7,5,6) (1,9,7,3,4,6,5,2)
(2,6)(3,7)(4,8)(5,9), 2,7,4,9,6,3,8,5), 2,8,6,4)(3,9,7,5), 2,9,8,7,6,5,4,3),
(1,2)(3,5)(4,7)(8,9), (1,2,5,6,4,3,7,9), (1,2,7,8)(4,6,9,5), (1,2,3,6,8,5,9,7),
(1,3)(2,9)(4,6)(5,8), (1,3,6,7,5,4,8,2), (1,3,8,9)(2,6,5,7), (1,3,4,7,9,6,2,8),
(1,4)(2,3)(5,7)(6,9), (1,4,7,8,6,5,9,3), (1,4,9,2)(3,7,6,8), (1,4,5,8,2,7,3,9),

Vs = (1,5(2,713,4)6,8), »,Ve=4 (1,58,97,6,2,4), ,V7=< (1,52,3)4,8,7,9), »,Vg= (1,5,6,9,3,8,4,2),
(1,6)(3,8)(4,5)(7,9), (1,6,9,2,8,7,3,5), 1,6,3,4)(2,5,9,8), (1,6,7,2,4,9,5,3),
(1,7)(2,8)(4,9)(5,6), 1,7,2,3,9,8,4,6), (1,7,4,5)(2,9,3,6), 1,7,8,3,5,2,6,4),
(1,8)(2,5)(3,9)(6,7), (1,8,3,4,2,9,5,7), (1,8,5,6)(2,4,7,3), (1,8,9,4,6,3,7,5),
(1,9)(2,4)(3,6)(7,8) (1,9,4,5,3,2,6,8), (1,9,6,7)(3,5,8,4), (1,9,2,5,7,4,8,6),

Théoreme 6. Deux plans affines standards sont isomorphes si et seulement si leurs pelotes sont iso-
morphes.

Démonstration.

D’apresla Proposition on peut toujours se ramener a un isomorphisme de plans standards f: (A4, ) —
(Ag, 2"). On note (X;, Y;) les coordonnées de (A4, Z) et (X, Y]f) celles de (A4, Z'). On note aussi
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Dy et Dj, leurs diagonales respectives. Puisque f est un morphisme de plans standards il véri-
fie f()_({) = X{,f(?{) = Y], et f(Dg) = Dy. On en déduit qu'il existe des permutations ox,0y et

00€ S, tellesque Vi, j, f(X;) = X(’TX(l.),f(Xj) =X/ et f(i,i)=(0¢(i),00(i)) mais pour tout

v (j)
LLfGD=fXinY)=fX)n f(Y;)=(ox(@),07())).
Donc pour tout i, (o x(i),0y(i)) = (0¢(i),00(i)) donc 0x = oy = 09. On en déduit que f(i,j) =

(00(i),00())). Soit D€ Z et f(D) = D' € 2’ une droite. Par définition, oy est définie par la relation
On a alors

(i,op (i) =D'nX;
=fD)N fXpo1 )
= flog (i),0p(0oy (1))

= (i,00(0p(oy ' (1))

iLe.op =0goopoay’.

Soient ¥y = [V1,..., Va_11, Vg = [V],..., V), _|] deux pelotes isomorphes de plans affines standards
(Ag, 2) et (Ag, P'). Soit o € S, tel que Vo = 0 V0, . On pose

fr Ag — Ay
(Z,)) — (o0(®),00())).
et on vérifie qu’il s’agit d'un isomorphisme de plans standards affines. Pour D € Z\ {X;,..., X} U

{Y1,..., Y4} on peut écrire D = D, pour un certain o € Sy, i.e. D ={(i,0(i)),i € E4}. Donc f(Dy) =
{(oo(i),00(0(i))),i € E4}. Avec le changement de variable j = o(i) on a finalement

F(Dy) ={(j, 000 (05 (), j € Ea} =D,

o)

qui est bien une droite de 2’ puisque o € Vj pour un certain k donc ogo0, le V.. Puisque f
est bijectif il s’agit d'un isomorphisme de plans affines d’aprés la Proposition |3| Finalement, on
a f(Xi) = {(o0(D),00())), j € Ea} = X, ;,, de méme [f(Y)) = Yo,(j) et f(i,i) = (00(i),00(i)) donc
f (Do) = Dy Donc f est un morphisme de plans affines standards.
O

Proposition 6. Soit ¥ = [V,...,Va_1] unepelote,1 <i <d-1etog€ V;. Alorsoy'V = [0 ' Vi,...,051 Va_1]
et ”/051 = [Vlaal, e Vd_logl] sont des pelotes isomorphesa V' .
Démonstration. On montre chacun des axiomes.

e Onaideo, ly,

e On a toujours #051 Vik=d

o Soitke{1,...,d—1},0610¢05116051Vk alorson a

Supp (0510 (Ualr)_l) =Supp (0, 017 09) = 00 (Supp (677}))

donc on a bien #Supp (oo (0, '7)) = Supp(oT™H.
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« Méme chose pour k# ¢ €{1,...,d—1},0,'0 € Vi, 0, 1 € V, on abien
#Supp (aoa(aglr)_l) =d-1.

Ce qui prouve que g, 14 est une pelote. En fait, en prouvant que o, 1/ estisomorphe a 7 cela prouvera
que o 14" est la pelote d’'un plan standard donc qu’il s’agit d'une pelote mais j ai préféré laissé la preuve
directe ci-dessus parce que j'avais trop le seum de ’avoir écrite et de I'effacer juste apres.

On montre que 0,'¥ et ¥ sont isomorphes. Soit (A4, Z) un plan affine standard dont ¥ est la
pelote. On considere (Xj,..., Xy) et (Y1,...,Y,) ses coordonnées et D, sa diagonale. Il est clair que le
plan (A4, 2") ayant pour coordonnées (Xj,...,Xy) et (Y],...,Y,) = (Yo,q), ..., Yo,a) €St isomorphes a
(A g4, 2) puisqU’ils ont les mémes droites; on a seulement changer les indices d'une directions. D’autre
part la droite Dy, € Z est définie par Dy, = {(i,00()) | i € Eg} = {Xi N Yy, | i € Eg} = {Xi N Y/|i€ Eq}
donc il s'agit de la diagonale de (A4, Z'). Ce dernier est donc un plan standard. Si on considére une
droite D, € & alors ses coordonnées dans (A ;, 2') sont

Dy = {(i,0(0)) | i € Ea} = {X; 0 V(i | € Ea} = {Xi 0 Y o100 | £ € Ea}

olo,
Donc dans le systeme de coordonnées (Xi,..., Xy), (Y7,..., Y‘;) la droite D, a pour permutation o, lge
Sy
La preuve que 7o, ! est une pelote isomorphe & 7 est similaire a celle ci-dessus. Il faut seulement
permuter les abscisses (X;) au lieu des ordonnées (Y}). O

4 Plans affines de Moulton

4.1 Plans de Moulton réel

Je me suis inspiré des plans de Moulton réels qui offrent des exemples de géométries dans lesquels
le Théoréme de Desargues n’est pas vérifié. Ils sont plus plus intuitifs 2 appréhender dans R? que dans
les corps finis comme je le fais dans le paragraphe suivant. Alors, méme si ce paragraphe ne sert plus
ensuite, je préfere I’écrire tout de méme pour faciliter la compréhension de la lectrice.

On considere A = R? et on définit les droites affines dites moultoniennes comme étant soit les droites
verticales usuelles, soit les droites affines de pente positive, soit comme étant les ensembles de la forme

Dig:p: e ={(x,y) eR™ xR/ax+by+c=0}u{(x,y) e R* x R/2ax+ by +c =0}

pour (a, b, c) € R3\ {0} lorsque ab < 0. Visuellement, la pente de la droite double apres avoir passé x =0;
le graphe de la droite subit une sorte de diffraction.

En fait, on pourrait remplacer 2 par n'importe quel réel strictement positif (n'importe quel carré non nul
de R).

4.2 Plan de Moulton fini

Ma premiere idée était de calquer I'idée des plans de Moulton réels aux corps finis de cette fagcon :
Soit I ; un corps fini et S I'ensemble de ses carrés. On choisit un carré s € S (I'analogue de 2 pour le cas
réel) et on définit les droites comme étant les droites verticales et affines usuelles D, j, = { y=ax+ b}
lorsque a est un carré (I'analogue de a = 0 pour le cas réel) et

Dgp={(x,ax+b),xeF,\Stu{(x,sax+b),xe€S}.
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\

FIGURE 6 — Droites moultoniennes dans un plan de Moulton réel

Malheureusement, je me suis rendu compte que cela donne bien un plan affine dans le cas réel car
I’ensemble des carrés réels est stable par addition (la somme de réels positifs est positive) et de méme
pour les non-carrés de IR mais ¢a n’est jamais le cas dans les corps finis (car tout élément de I; est de la
forme x? + y?). Je définis donc les plans de Moulton sur ! 4> de fagon plus compliquée mais au moins ¢a
donne bien des plans affines qui semblent étre non-isomorphes aux plans affines canoniques.

Soit g = p° une puissance d'un nombre premier p impair. On pose alors k = I'; et K = IF ;2. On note
aussi x — x 'unique automorphisme non trivial de Gal(K/k) et

N: K —k
X — XX

I'application norme, qui induit un morphisme de groupe sur les groupes multiplicatifs. On considére
I'ensemble A g = K? qui peut étre muni d’'une structure de plan affine issue de sa structure vectorielle
canonique. Dans cette section on souhaite le munir d'une autre structure non-isomorphe a sa structure
affine canonique. On notera aussi Sg I’ensemble des carrés de K.

Pour définir une structure de plan affine fini on doit définir les droites @Km"l de Ag. On les définit
comme étant les ensembles :

« Les droites verticales {x = a} = {(a,y),y € K}.
* Les ensembles o
Dgp={(x,ax+b),x€ K\Stu{(x,ax+b),xeS}.

On note 5% p les droites les deux derniers points et D, , = {(x, ax + b), x € K} les droites affines du plan
affine canonique sur A g.

Remarque 2. Lorsque a€ k, on aa = a et donc il sagit de la droite affine usuelle y = ax + b.
Théoréme 7. Le couple (A, .@I?Ol) défini ci-dessus a une structure de plan affine fini.

Démonstration. On utilise la Proposition [2| car je n’arrive pas a montrer I'axiome 2 de facon directe. 11
est clair que toutes les droites ont bien g points. Les droites x = a; constituent une direction de g?
droites. Les droites affines y = ax + b constituent pour chaque a dans k une direction différente 6,
et chaque direction est bien constituée de q2 droites (lorsque b parcourt K). Enfin, soit a € K\ k et

8a = {Ba,b,b €K } qui contient bien g? droites. Si b # b’ on a D, N Dy = @ (car lintersection est
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vide pour les points d’abscisse parcourant K \ S et puis S pour des raisons évidentes). On a donc bien
1+g+qg*—-q=q*+1 directions.

Il ne reste plus qu’a vérifier que les intersections deux a deux des droites sont de cardinal au plus 1.
C’est clair pour les droites verticales et les droites affines usuelles, i.e. Ba, ppour ac€ k.Soit D € 9}?01, a e
K\ketb'eKetD' =Dy .

On distingue les deux cas D verticale et D = Ba, b

Si D verticale: On pose D = {x = a} onaalors DN D' = (a,ad + b) oualors Dn D' = (a,aa’ + b) suivant
siae kouae K\ k. Donc une seule intersection.

SiD= Ea,b : Sia=ad alors D et D' ont méme direction et sont donc soit paralleles soit confondues. On
suppose donc que a # a'. On considere les systémes

|y =ax+b |y =ax+b
(Ex\8): { y =dx+b (Es): { y =dx+l
qui auraient pour solution x; = % et xp = % respectivement s’il s’agissait de droites affines.
Cependant,
b-b ('-b(a-d) b-b Na-a)
a-a (a-a)(a-d) a-a (a-a)?’

Puisque, N(a—a') € k = S d’apres la Proposition etque (a—a )2 € S le nombre x; differe de x,
d’'un carré donc est un carré si, et seulement si x, en est un. Autrement dit, (Ex\s) a une solution
d’abscisse dans S si et seulement si (Es) en a aussi une d’abscisse dans S sinon les deux solutions
ont leur abscisse dans K\ S. Donc D croise D’ soit sur S soit sur K\ S.

O
Exemple 9. Voici la pelote du plan de Molton sur IFg.

W

Vs

id,

(1,2,6)(3,4,9)(5,8,7),
(1,3,7)(2,4,5)(6,9,8),
(1,4,8)(2,9,7)(3,5,6),
(1,5,9)(2,8,3)(4,6,7),
(1,6,2)(3,9,4)(5,7,8),
(1,7,3)(2,5,4)(6,8,9),
1,8,4)(2,7,9)(3,6,5),
(1,9,5)(2,3,8)(4,7,6),

2,3,6,7)(4,5,8,9),
(1,2,4,8,3)(5,7,6),
(1,3,9,5,6)(2,7,4),
(1,4,6,2,5)(7,9,8),
(1,5,3,7,8)(4,9,6),
(1,6,8,4,7)(2,9,3),
(1,7,5,9,2)(3,8,6),
(1,8,2,6,9)(3,5,4),
(1,9,7,3,4)(2,8,5),

Vo

Ve

(2,6)(3,7(4,8)(5,9),
(1,2)(3,5)(4,7)(8,9),
(1,3)(2,9)(4,6)(5,8),
(1,4)(2,3)(5,7)(6,9),
(1,5)(2,7)(3,4)(6,8),
(1,6)(3,8)(4,5)(7,9),
1,7)(2,8)(4,9)(5,6),
(1,8)(2,5)(3,9)(6,7),
(1,9)(2,4)(3,6)(7,8),

2,9,6,5)(3,8,7,4),
(1,2,3,7,9)(5,6,8),
(1,3,6,2,8)(4,7,5),
(1,4,5,9,3)(2,7,8),
1,5,8,4,2)(6,9,7),
(1,6,7,3,5)(2,4,9),
(1,7,2,6,4)(3,9,8),
(1,8,9,5,7)(3,4,6),
(1,9,4,8,6)(2,5,3),

V3

V=

(2,5,6,9)(3,4,7,8),
(1,2,8,4,5)(3,9,6),
(1,3,5,9,4)(6,8,7),
(1,4,2,6,7)(3,8,5),
(1,5,7,3,6)(2,9,8),
(1,6,4,8,9)(2,7,5),
(1,7,9,5,8)(2,4,3),
(1,8,6,2,3)(4,9,7),
(1,9,3,7,2)(4,6,5),

(2,4,6,8)(3,9,7,5),
(1,2,9,5,4)(6,7,8),
(1,3,8,4,9)(2,5,7),
(1,4,3,7,6)(2,8,9),
(1,5,2,6,3)(4,7,9),
(1,6,5,9,8)(2,3,4),
(1,7,4,8,5)(3,6,9),
(1,8,7,3,2)(4,5,6),
(1,9,6,2,7)(3,5,8),

Wy

Vg =

(2,8,6,4)(3,5,7,9),
(1,2,7,3,8)(4,6,9),
1,3,2,6,5)(7,8,9),
(1,4,9,5,2)(3,6,8),
(1,5,4,8,7)(2,3,9),
(1,6,3,7,4)(2,5,8),
(1,7,6,2,9)(3,4,5),
(1,8,5,9,6)(2,4,7),
(1,9,8,4,3)(5,6,7),

2,7,6,3)(4,9,8,5),
(1,2,5,9,7)(3,6,4),
1,3,4,8,2)(6,7,9),
(1,4,7,3,9)(5,8,6),
1,5,6,2,4)(3,8,9),
(1,6,9,5,3)(2,8,7),
(1,7,8,4,6)(2,3,5),
(1,8,3,7,5)(2,9,4),
(1,9,2,6,8)(4,5,7),

Ceci prouve avec le Théoréme@ que le plan affine (Fg)? et le plan de Molton sur Fy ne sont pas isomorphes.

5 Pelotes des plans affines canoniques et des plans de Molton

5.1 Pelotes des plans affines canoniques

On fixe g = p® une puissance d’'un nombre premier et A ; = IFE, le plan affine canonique muni de sa
structure canonique. Etant donnée une droite oblique (ni horizontale ni verticale) D: y = ax+b < Ay
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on considérera op € G(IF;) définie par o p(x) = ax + b comme définie dans la section On consideére
sa pelote 7 = [V,] acF; ou V, désigne '’ensemble des op pour D de pente a. Cela reste cohérent avec
les notations précédentes; V) est toujours bien composée des permutations correspondant a la direc-
tion diagonale. On commettra parfois I’abus de confondre “//q avec ’ensemble des éléments des V, i.e.

Uae]F; Va-

Théoréme 8. Soit I'; un corps fini, A, = ]Ff] le plan affine canonique et ¥y = UaE]F; Vq la pelote corres-
pondante. Alors

1. ¥y est un sous-groupe d'ordre q(q —1) de S(IF ).

2. Lensemble Vi est un sous-groupe distingué de ¥;. Il est isomorphe alF ; =I5, i.e. tous ses éléments
non neutres sont produits de e cycles disjoints de taille p.

3. Pour touta € F'} les éléments de V, sont conjugués deux a deus, i.e. ils ont la méme décomposition
en cycles disjoints.

4. On a un isomorphisme de groupes

X
Vg=FqxFg.
Démonstration.

1. Etant donnée une droite oblique D: y = ax+ b, i.e. a # 0, on note op = 0, la permutation cor-
respondante définie par o, ;(x) = ax + b. On peut alors réécrire 7, = {aa,b, ae IF;, be ]Fq}. On a
donc 0(1) =id € ¥;. De plus pour a,c € IFZ], b,del ;0,1 _5,€ 7, inverse de O'Z et

(Ua,bac,d) (x) = Ua,b(cx +d)=acx+ad+b= Uac,ad+b(x)- (1)
Donc 04,50 ¢,d = 0 ac,ad+b qui est bien un élément de ¥, ce qui prouve le premier point.

2. D’apres la relation (1) il est clair que V; est un sous-groupe de ;. Par simplicité on notera o, au

lieu de g1 j les éléments de V1. Soit o, p€ ¥ eto =0, € V1. Ona
(ag}ﬁaaa,ﬁ) (X) =041 _glax+pf+b)=x+ alf+atb-B.
Donc 0;’1[_500“”5 = 0g-1p+a-1p-p € V1. Donc V) distingué dans #;. D’autre part, étantdonné g € V3
avec b #0 on a JZ = oy d’'apres la relation . Puisque IF'; est de caractéristique p,allg =id siet
seulement si p|k. On en déduit que o}, est un produit de cycles support disjoint donc les cycles
sont de taille 1 ou p mais puisque Supp(oj) = I, 0, n"admet pas de cycles de taille 1 (i.e. pas de
point fixe). Il s’agit donc d’un produit de e cycles de taille p.
3. Il s’agit la méme preuve qu’au dessus; pour a,a € IFZ,, b,pelF;ona
-1

04qp9ab%a,=0ga ap+a'b-p-
donc Vj stable par conjugaison par des éléments de 7.

4. On pose H = V;. Lensemble K = {Ua,o, ae ]F;} =7 estun sous-groupe de Vyetona ¥, = HK et
Hn K = {id}. Donc ¥ est bien le produit semi-direct de H et de K.

O
Remarque 3.
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1. En reprenant les notations de la démonstration du Théoreme|8 on peut expliciter l'isomorphisme
Vg =TFqxF quiest simplement
X
Oa,b —_ (b) a)

avec la loi de composition de g x I, donnée par

(b,a)(d,c) = (ad + b, ac).

2. Soitace ]F;. On montre facilement par récurrence que dans I’ ; < ]F;, ona(b,a)* = ((Z?;& aj) b, ak).

. 13
Puisque Z?;& al = ‘fl—__ll on a (b, a)* = (0,1) si, et seulement si a* = 1. Si on note m lordre de a

puisque pour toutl < j<m-1ona al #1 alors aiyb eV,i#W donc#Supp(ai,b) =qg-1.0nen

déduit que o, est un produit de %1 cycles disjoints de taille m.

5.2 Pelotes des plans affines de Molton

On considere k=, < K =T 2 etonnote y la conjugaison de K sur k, i.e. y(x) = x7. On note toujours

Sk € K 'ensemble des carrés. On pose aussi 0 le logarithme du morphisme de Legendre, i.e. 6(x) =

1+(qi2)
2

€ {0,1} vu comme un élément de I',. On a alors un morphisme de groupes

0: ]F:]2 — Iy
x —0(x)

ceci nous permet de réécrire plus simplement la définition des droites moultoniennes. Si D: y=ax+ b
est une droite moultonienne et o est sa permutation associée alors

op(x) =y (@) x+b
ce qui nous épargne de distinguerlescas xe Set x ¢ S.

Théoreme 9. Le plan affine de Molton sur K =¥ > west pas isomorphe au plan affine canonique A ..

Démonstration. Onnote ¥cay la pelote du plan affine canonique A 2. Pour prouver le théoreme il suffit
de montrer que la pelote Yol = [Valaex> ot V, = {o: x— y'*9® (@)x + b} € &(K) n'est pas un sous-
groupe de G(K). En effet, si ces plans étaient isomorphes alors leurs pelotes seraient conjuguées d’apres
le Théoreme [6] or d’apres le Théoreme [8] #can est un sous-groupe de S(K) et les conjugués de sous-
groupes restent des sous-groupes.

L'idée de la preuve ci-dessous est de trouver deux permutations o et 7 dans la pelote 7}, telles que
00T ¢ Vol Pour cela on va utiliser 'heuristique suivante : les permutations o (x) = '™ (a) + b de la
pelote correspondent a des applications affines par morceaux avec au plus deux morceaux sur lesquels
elle est affine (lorsque a € k I'application est affine etlorsque a ¢ k elle est affine sur Sk et sur S¢, = K\ Sk
respectivement). On va s’arranger pour trouver o et 7 telles que oot soit affine par morceaux strictement
sur Sk ce qui prouvera que o o T ¢ Y.

Pour cela choisissons a € K\ Sk et prenons 8 € K \ Sg. On peut toujours écrire f = y? + a’? pour un
certain x,a’ € Sg d’apres la Proposition Quitte a multiplier 8 par un carré on peut supposer qu'on a

B=y>+1.
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Maintenant considérons les permutations o (x) = y'*°® (g hx et 7(x) = y'*¥ (a)x + a, i.e. les per-

mutations issues des droites moultoniennes y = a~ ' x et y = ax+a. Alors la permutations oot est donnée
x+1 pourxet!(S%)nS%
x+y(@ ta pourxetr ! (Sx)nSk
aly(@x+1 pourxer!(S%)nSk
y(@ ta(x+1) pourxer ! (Sk)NSY
Si 00T € Yol alors il existe ¢, d € K tels que pour tout x € S¢ on ait oo 7(x) = Y@ (c)x + d et pour
tout x € Sg,0 0 1(x) = y(c)x + d. Maintenant puisqu'il existe y tel que y> + a® =  alors a~!(y? +1) =
T(yz) = a‘lﬁ qui est un carré car produit de deux non carrés. De méme T(y(y)z) = a‘l()/(y)2 +y(1)) =
a '(y(y)?+1) = a 'y(B). De plus a~'y(B) est aussi un carré car y préserve les carrés et les non carrés et
il est distinct de a™!§ car § ¢ k. On en déduit que {a~ !B, a 1y (B)} < 771 (Sk) N Sk. Cet ensemble est donc
de cardinal au moins 2.
Par ailleurs 7 (k) = a~ 'k, un ensemble constitué de g non carrés tous distincts. Onadonc k < 7! (S§<) N
Sk qui est donc aussi de cardinal au moins 2. On en déduit d'une part que les écritures oot (x) = y(c)x+d
etooT(x) =x+ y(a)_la coincident pour au moins deux éléments distincts x € Sx doncc=1et d =
y(a)~'a. De méme pour les écritures y(c)x + d et a 'y(a)x + 1 ce qui implique que y(c) = a ly(a) et
d = 1. Ces conditions imposent que a = y(a), i.e. a € k ce qui est absurde par I'hypothese a ¢ Sk. O

parooTt(x) =

Théoreme 10. Pour toute puissance impaire d’'un nombre premier q il existe au moins deux plans pro-
jectifs d’ordre g* non isomorphes.

Démonstration. Soit K = ]qu et k =IF;. On considere Pcap = P2(K) le projectivisé du plan affine cano-
nique A 2 et Ppo le projectivisé du plan affine de Molton d’ordre g®. Bien qu'un méme plan projectif
puisse contenir des plans affines non isomorphes, il est connu que tous les plans affines d’ordre g?
contenus P?(K) sont isomorphes a A 42 Par conséquent Py, et Pcan Ne peuvent étre isomorphes. O
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A Rappels sur les corps finis

Soit I, un corps fini a g = p*® éléments avec p impair. On rappelle que IF; est I'unique corps fini a g
élément a isomorphisme pres. De plus il existe un morphisme de groupes

B 7 =t

tel que (g) = 1si, et seulement si x est un carré dans I,

Proposition 7. On considere l'extension de corps g — It 2. Alors tout élément de I est un carré dans

F .

Démonstration. Je propose deux jolies preuves de ce résultat.

Premiere méthode: Soit a € I';. Si a est un carré dans I'; alors c’est aussi évidemment un carré dans
I¥ ;2 sinon le polynome X? - aeFg4[X] estirréductible et donc K = F4[X]/ (X?* — a) est une exten-
sion de I'; de degré 2 donc de cardinal g*. On en déduit par unicité que K = I 42 donc a est un
carré dans IF > (I'image de la classe de X par I'isomorphisme).

o ‘ . -1 a-1\q+l g1 _ )
Deuxiéme méthode : SmtaE]F;.Onaa 2 :(a 2 ) maisa 2z €{-1,1}etg+1pairdonca 2z =1

donc a est un carré dans I 7
O

On pourrait de la méme facon prouver plus généralement que a € I'; est un carré dans IF'j» si et
seulement si n est pair ou a est un carré dans It ;.

Proposition 8. Soit K un corps fini. Alors tout élément de K est somme de deux carrés.

Démonstration. Si K est de caractéristique 2 c’est évident puisque tout élément de K est un carré.
Sinon supposons que K ait g éléments. Soit a un élément quelconque de K. On sait que K admet
q+1

-5— carrés au total (0 inclus). On note Sk I'ensemble de ses carrés. On considere I'application

Q: SK — K
S —a-—=s.

Il s’agit d'une application injective donc son image est de cardinal qTH donc elle rencontre Sk autrement

on aurait #K = 2‘77“ =g +1 cequiestabsurde. Si f € Sy Nimg on a x = s+ t donc x est bien somme de
deux carrés. O

B Résultats archivés

Dans cette section je place quelques résultats qui m’avaient semblé utiles mais que je n’ai finalement
pas utilisé.
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B.1 Quelques résultats sur les permutations

Soit d un entier et G, le groupe des permutations de E; = {1,...,d}. On rappelle qu’il existe un
morphisme ¢: &; — {—1,1} qui vérifie Vi # j,e((i j)) = —1. Le nombre £(0) est appelé la signaturede o.

Lemme 1. Soiento,t € G4 alors
Supp(o 7o) = o (Supp(7)).

Démonstration. On a
i ¢ Supp(o'10) @ 0 'ta(i) =i e 1(0(i) =0 (i) © o(i) ¢ o (Supp(1)).
]

Lemme 2. Soito € S, une permutation. On suppose que la décomposition de o en cycle a support disjoint
esto = C1C2++"Cp,Coy41°"*Cpy*Cp, 141"+ Cp, AVECNi,Cp; 41,...,C¢; cycledetailled; etdy <--- < d,. Alors la
classe de conjugaison Qg de o est de cardinal

d!
#Q, = [ —.
(d—(Ordy +--+ Lpd )N 011 dlr 0,

Démonstration. On considereuncyclec = (a; a, ... a,) alorsVt € S50na et =((a) 1(ay) ... 1(ay)).
On a alors d choix pour 7(a;) puis d — 1 pour 7 (ay) puis, par récurrence, d — n+1 pour 7(a,). Puisqu'une

permutation cyclique des 7(a;) donne le méme cycle la classe de conjugaison de c est de cardinal (d_dﬁ.
1

On a donc L)wh choix pour le cycle ¢ puis, en considérant 7¢;--- ¢, 77" comme une permutation de

!
(d—dy

1,...,d}\{t(a;),i€l,...,di}ona % choix si ¢, de taille d; et % sinon. En procédant
par récurrence on a donc
d! (d—dy)! (d-(-1dy)! (d-(rdi+---+ (€, —-1)d;))!
(d—dl)!dl (d—Zdl)!dl (d—fldl)!dl (d—(€1d1+"'+€rdr))!dr '

d!
(Ad=(Crdy+-+Crd))d. VdlT
longueur d; a été compté plusieurs fois car I'ordre n'importe pas. On a ¢;! fagon de les réordonner ce qui
donne

Ce qui vaut par télescopage. Enfin, on remarque que chaque cycle de méme

d!
#QU: 7 7 .
(d—(brdy+---+ L d)d; 0y)---d," ;!

O

Exemple 10. On considereo = (1,2)(3,4)(5,6) € Sg. Onar =1,d; =2 et¥, =3 cequidonne#Q, = %3!.3! =
15. En effet, on peut vérifier que

Q, =1{(1,2)3,5(4,6),(1,3)(2,5(4,6),(1,5)(2,3)(4,6),(1,6)(2,4)(3,5),(1,3)(2,4)(5,6),
(1,4)(2,6)(3,5),(1,4)(2,3)(5,6),(1,2)(3,4)(5,6), (1,4)(2,5)(3,6),(1,2)(3,6) (4,5),
(1,9)(2,4)(3,6),(1,6)(2,5)(3,4),(1,3)(2,6)(4,5), (1,6)(2,3)(4,5), (1,5)(2,6) (3,4)}

Proposition 9. Soito,7 € S, tel qu'il existe g€ S tel que g~ og = 1 alors
{hed, | hloh= 1} =Clo)g
ot C(0) est le centralisateur de o, i.e. 'ensemble des éléments de S ; qui commutent aveco.

Démonstration. Soit h tel que h™'ch = 7 alors h™'oh = g7'og, i.e. chg™! = hg~'o donc on a bien
hg~1 € C(0). Réciproquement, siy € C(o) et h=ygalors h loch=g 'y loyo =g log=r. O
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B.2 Une structure de groupe exotique

Au départ je voulais utiliser cette section pour prouver que les plans de Moulton ne sont jamais
isomorphes a des plans affines en prouvant que le groupe ]Fz X (IF%)>< ne posséde pas de sous-groupe
isomorphe au groupe (IF2, x) que I'on va définir. Finalement je suis parti dans une autre direction mais
je garde ces résultats sous la main parce que c’est amusant.

B.2.1 Définitions

Dans la Section on a prouvé que la pelote du plan de Molton sur K = I » n’étaient jamais un
sous-groupes de G(K). Je me suis demandé s’il contenait tout de méme des sous-groupes, en particulier
j’avais 'impression qu’en considérant uniquement les o(x) = y'*°™(a)x (correspondant aux droites
moultoniennes sans « ordonnée a l'origine ») ca donnerait un sous-groupe de G(K) qu’on peut identifié
a K™ en considérant seulement la pente a. J’étais tres étonné qu’on puisse munir K* d’'une structure de
groupe aussi algébrique (qui exploite non seulement le caractere 6 mais aussi le Frobenius y) alors je
mets quelques résultats relatifs a ce groupe dans les sections suivantes.

On définit une loi de composition interne sur K*

Va,be K*,axb=y"P(a)b
Lemme 3. Le magma (K™, %) est un groupe.

Démonstration. 11 faut montrer que la loi est associative, qu’il existe un élément neutre et un inverse
pour tout élément de K*.

* est associative: Soient a,b,c € K*. Alors
(@axb)xc= P @b)xc
= O3B () p)c
= yO©+0() (), 5 (p) ¢
= ¥ ()95 ()¢
et d’autre part
ax (bxc)=y"P*)(a)(bxc)
= Y0010 (4)250) ()
_ Y6(y5(” ()+6()( a)ya(C) (b)c
=y0B)+0(9 ()00 ()¢ carbeSoy)eES
=(axb) xc.
* possede un élément neutre : En effet on a pour tout a € K*,
ax1=y" V(@1 =idg@=aetlxa=y"?DNa=1xa=a.

Tout le monde posséde un inverse pour x : On montre que pour tout a’élément b = y?@ (q!) est I'in-
verse de a pour *. On a

a *,Y(S((,l) (a—l) — /)/5(}/6(“)(61_1)) (a)Y6(a) (a—l)
= y5(“71)(a)y5(“)(a_1) cara leSey@hes
= 0@ (g)y0@ (g1 caracSeales

=12 @(gq71) =1
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O

De la méme fagon que dans le cas des plans affines canoniques on note 0, ; € &(K) la permutation
associée a la droite moultonienne D: y = ax + b et 0, celle associée a y = ax. De méme on note 72 =

Vi,..., qu_l la pelote du plan affine K muni de sa structure moultonienne. On identifie ”17;7 avec les
éléments des V;, i.e.

7,

qz = U Oab-
aeK*,beK

Proposition 10. L'ensemble F = {O’a |ae KX} est un sous-groupe de S (K) isomorphe a (K™, ).
Démonstration. Soient a,be K* et x€ K. Alorson a
(@00 (x) = 0 [y 00 (h)x]

_ ,}/1+5(y1+5(’”(b)x) (a)ylﬂs(x) (b)x

_ Y1+5(y1+5(x) (b))+6(b) (a)yl+5(x) (b)x

_ Yl+()‘(b)+6(x) (a)y1+5(x) (b)x
_ y1+5(x) (Ya(b) (a))ylﬂ')‘(x) (h)x
_ Y1+5(x) (Yé(b) (@)b)x

= 0'}/5(b)(a)b(x)‘
Ceci prouve que F est un sous-groupe de G(K) et 'application

(K*, %) —F
a "_’O-a

est un isomorphisme de groupes.

B.2.2 Ftude du groupe (K*, *)
On souhaite déterminer la structure de (K™, %).

Lemme 4. Soita e K™ alors les puissances de a sont données par

a*Zn — ,}/5((1) (a)nan
axen+l  — Y&(a) (a)nanﬂ

Démonstration. On fait une récurrence sur n. Aurang n = 0 on abien a*° = 1 d’'une part et y°@ (a)°a® =
1 d’autre part et a*' = a = y?@(a)°a. Soit n = 0 tel qu’on ait

a*Zn — Y(S(a)(a)nan
a*2n+1 — Yﬁ(a) (a)nan+l

On veut montrer ces deux relations aurang n+1.Ona
a*e = g2l g = 0@ (Yé(a)(a)nanﬂ) a=a"y’ @ (@)1 g = 0@ (g1 gnt]

et
a*2n+8 = g*2n+2 g 4 8(a) (Yé(a)(a)n+lan+l) a=y0@ @)1 g2,
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Lemme 5. On a les deux proposition suivantes
1. L'ensemble S* des carrés de K* est un sous-groupe distingué commutatif de (K™, x).
2. Lecentrede (K*,x) est Z(K*) = k*.

Démonstration. 1. Pour a,b e $* ona axb =7 (a)b = ab donc il s'agit bien d’un sous-groupe
commutatif.

Soitae S*,be K* ona

b*—l xaxbh= '}/6(b)(b_l) *Y(S(b)(a)b
_ Ya(y‘m’)(a)b) @O B )y ® (@b

— Y6(a)+5(b) (Y6(b) (b_l)))/é(b) (@)b
— ,)/5(b) (Yﬁ(b) (b—l))yﬁ(b) (@b

= by (g

=y (a)

qui est un carré car a en est un.

2. Soit a € k* alors on rappelle (Proposition [7) que a est un carré dans K*. On a donc pour tout
beK*,axb= y5(b)(a)b =abetbx a:y5(“)(b)a = ba.
Réciproquement soit a € Z(K™). Alors pour tout be K* onaaxb=>b*a,i.e.

’}/5(b)(a)b — 7/5(61)(17)a

donc pour b e $* ona ab=72@(b)a, i.e. b =y?@(b). Puisque S* \ k* # @ on a forcément a € S*.
On en déduit que pour tout b € K*,y°® (a)b = ab donc y°® (a) = a donc en prenant b € K* \ k*
onaack”.

O

Exemple 11. Le groupe (IF;, x) est un groupe non commutatif a 8 éléments. D'apres la classification des
groupes finis il est donc isomorphe a

Dy ={id,7,7%,7%,0,071,07% 07%},

le groupe diédral des isométries du carrés avec T la rotation d'angle g et o une symétrie ou alors (I, x)
est isomorphe a

Qs=1{1,-1,i,j,k,—i,—j,—k}
le groupe des quaternions, i.e. aveci* = j> =k*=-1letij=k,jk=ietki=j.

On note g = F5[i] = F3[X1/ (X% +1) aveci* = —1. Onaalors S* ={1,-1,i,—i} et (+i)** =i’ =—-1et
(£1+i)*2=N(i+1) = -1. Donc I posséde 6 éléments d’ordre 4 donc il ne peut étre isomorphe a D4 qui
n'en posséde que 2 (qui sontT et13). Donc

(Fg, %) = Qg.

Proposition 11. Soit @ un générateur de K* alorsﬂ (K*, %) ={a,a?). De pluson a

1. Pour tout a € S,ord,(a) = ord(a)

6. Attention on considére a un générateur de (K>, x) qui est bien cyclique et dans les générateurs de (K, %) on a a® =

@ x @ a ne pas confondre avec a*?.
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2. Pourtoutac K\ S,ord(a) =2ord(N(a))

Démonstration. Soit a € K*. Puisque K™ est cyclique il existe un entier n tel que a = a”. Si n =2m

est pair alors (a?)*™ = (a?)™ = a car a® est un carré. Sinon n = 2m+1 et on a alors a x (@?)*™ =
2m
Y(S(a )(a,)aZm = qq’™m = g2m+1
—_——
=idg

On montre les deux autres affirmations.

1. Soit a € S alors a*" = a™ donc I'ordre de a pour la loi * reste la méme que pour x.

2. Soit a € K\ S alors en particulier a ¢ k. On note d = ord, (a). On a alors a*? = y(a)a = N(a) d’aprés
le Lemme Puisque N(a) € k < S alors a*?"* = N(a)" donc d|2ord(N(a)). D’autre part, toujours
d’apres le Lemme a*?"*1 = N(a)"a € K\ k donc a ne peut étre d’ordre impair. On en déduit que
d = 2d’' pour un certain d et donc a*?d = N(@)? =1 donc ord(N(a))|d’ donc 2ord(N(a))|d donc

on a bien
ord, (a) = 2ord(N(a)).

O

Théoreme 11. Soit K = I 2 que l'on munit de la loi x et k = I'; < K. Alors on a un isomorphisme de
groupes
K*/k™ =Dgn
2

avec D q+1 le groupe diédral a q + 1 éléments.
2

Démonstration. D’ apres le Lemmell image S* de S* dans le quotient K =K*/k* estun sous- groupe
distingué d’ordre £~ > De plus, d’apres la Proposmon K est engendré par les classes f et a de f=a?
etde a oll @ est un generateur de K* (munit de la multiplication usuelle). De plus, puisque a*“ = N(a) €
k* on a M = (a) sous-groupe d’ordre 2 de K.

On a donc bien MS =K et MNS = {1} donc (K , %) est le produit semi-direct S x M. Le mor-
phisme définissant le produit est

fi M —»Aut(Ex)
1 —id
a — F—axsxa=y(s)

Puisque S* \ k™ n'est jamais vide, f n’est jamais constant et donc le produit semi-direct n’est pas direct.
Il s’agit donc bien du groupe diédral comme énoncé dans le théoreme. O
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