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Voici tous les exercices que je propose en colle aux étudiants de MP et de MP* du Lycée Chateaubriand a Rennes. La plupart sont
corrigés. N’hésitez pas a me signaler toute erreur ou amélioration a I’adresse mail renseignée tout en bas du document.
Les exercices sont classés par theme puis par difficulté approximative au sein de chaque théme.

1. Réduction des endomorphismes

Exercice 1 (3 ¢ o)

La matrice A = <(1) _21> est-elle diagonalisable ?



Exercice 2 (% ¢ v ¥ryy)

-1 0 =2
Onconsidere A= 1 1 1
1 0 2

1. Déterminer le polyndme caractéristique ainsi qu'une base de chaque espace propre sans calcul de déterminant et sans résolution
de systeme.

2. La matrice A est-elle diagonalisable ? Trigonalisable ? En déduire son polyndme minimal sans calcul.
Mots clés : Réduction sans calcul

Exercice 3 (¢ vryryvr)

3 1 =3
Onconsidere A=|-1 1 1
0O 0 1

1. Déterminer le polyndme caractéristique ainsi qu'une base de chaque espace propre sans calcul de déterminant et sans résolution
de systeme.

2. La matrice A est-elle diagonalisable ? Trigonalisable ? En déduire son polyndme minimal sans calcul.
Mots clés : Réduction sans calcul

Exercice 4 (kv ) - Inspiréd’un oral CCP

On considére I’endomorphisme de R, [ X] défini par ®(P) = X" P <

Mots clés : polynéme annulateur

%) . Montrer que ® est diagonalisable.

Exercice 5 (3¢ vr¥rvyr)

Soient f, g deux endomorphismes d’un espace vectoriel E. Montrer que si f et g commutent alors pour tout A € Sp(f), E; =
ker(f — Aid) C E est stable par g.

Exercice 6 (% vrvryryyr)

Soit M € GL,,(IK). Montrer qu’il existe P € K[ X] tel que M~! = P(M).
Mots clés : Polynémes annulateurs

Exercice 7 (k% rv7%) - Inspiré d’un exemple d’oral CCP 2025

1 0 2
On considere la matrice A =|0 1 O0}.
2 0 1

1. (a) Justifier sans calcul que A est diagonalisable.
(b) Déterminer les valeurs propres de A ainsi qu’une base de chaque espace propre.
2. On considere le systeme différentiel

x' =x+2z
S:3 Y =vy
7 =2x+z

avec X, y, z qui désigne trois fonctions d’une variable ¢. Résoudre le syst¢me en utilisant la question 1.



Mots clés : Systeme différentiel

Exercice 8 (3 ¢y vryr)

1. Soit A € M,(R) telle que A3 = —A. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour qu’elle soit diagonalisable dans
R.
0 -1 2
2. Lamatrice A=|0 -1 2]est-elle diagonalisable ?
0 -1 1

Mots clés : Polynomes annulateurs

Exercice 9 (3 % v v )

Soit K = R ou C. Montrer que GL,,(KK) est dense dans M, (IK).
Mots clés : Densité, polyndme caractéristique

Exercice 10 (% ¢ v v yyr)

Décrire les espaces propres associés a 1’application

1 RN — RN

(un)nelN (un+l )nelN'

Exercice 11 (% ¥rvr¥ryyr)

On considére la matrice M =

—_— O

1 1
0 1]. Quelles sont ses valeurs propres ? Est-elle diagonalisable ? Quel est son polyndome
1 0

minimal ?
Mots clés : Version sans diago en commentaires

Exercice 12 (% % vr¥rvr)

Soit A € M ;(IR) une matrice quelconque. On suppose que A" converge vers une matrice B. Montrer que B est diagonalisable et
déterminer ses valeurs propres possibles.
Mots clés : Espace vectoriel normé, polynéme annulateur

Exercice 13 (3 % v v vr)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie u € L(E) et

fur  L(E) — L(E)

U > uv = uov

Montrer que y, = py, ou y, et u 1 désignent les polyndmes minimaux respectifs de u et de f,,.
Mots clés : Polynéme minimal, polynémes annulateurs

Exercice 14 (3 % 3¢ v v%)

Montrer que I’ensemble des matrices diagonalisables de M, (IK) est connexe par arc. Est-il convexe ?
Mots clés : Espace vectoriel normé, convexité



Exercice 15 (% % vr¥rvyr)

00 ... 01

1 0 ... 0 1
On considere la matrice A = : H

1 0 ... 0 1

1 0 ... 00

1. Déterminer le rang de A. Que peut-on en déduire en termes d’espaces propres ?
2. Montrer que —1 est une valeur propre de A.
3. Déterminer le polyndme caractéristique de A sans calcul de déterminant.

4. La matrice A est-elle diagonalisable ? Quel est son polyndme minimal ?

Exercice 16 (3 % v ¢ vr)

On considere la matrice

1 0,0 1
[
|

0 11 0

A= 0****1*:7177770’ EMZn(]R)

|
[

1 0'0 1

1. Quelestlerang de A ?
2. Calculer A2 en fonction de A.
3. Déterminer sans calcul de déterminant les valeurs propres de A et les espaces propres associés.

Mots clés : Réduction, version sans diago disponible

Exercice 17 (3% v ¥ryyr)

Discuter la diagonalisabilité de I’endomorphisme

f: R,J[X] — R,[X]
P —(1+X% P’

Exercice 18 (% % v ¥rv¥r)

Déterminer les espaces propres de I’application

f: R[X] — R[X]
P — XP'.

Exercice 19 (3 % v ¢ v%)
Soit u un endomorphisme d’un C-espace vectoriel E. On suppose qu’il existe m > 2 un entier tel que u” =u o---0 u=u.

m fois
1. Montrer que E = ker u @ im it
2. On suppose E de dimension finie. L endomorphisme u est-il diagonalisable ?

Mot clés : Polynomes annulateurs, version sans diago disponible



Exercice 20 (% % v YryYr)

Soit A € M, (IK) une matrice carrée et P € IK[X] un polyndme tel que P(A) = 0. Montrer que pour toute valeur propre A de A
ona P(A)=0.
Exercice 21 (5 % v ¥rv%)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E. Montrer qu’on a équivalence entre
1. rgf=rgf?

2. im f = im f2

3. ker f =ker f2

4. imf @ker f =E

Exercice 22 (k%Y ¥r) oral Mines-Ponts

Soit f € L(R?) telle que f2 = 0. Montrer qu’il existe g € L(R3, R) et v € R? tels que pour tout x € R3, f(x) = g(x)v.

Exercice 23 (**%3rv:) Inspiré de Mines-Télécom PSI Mathématiques II 2022

Soit A € M,(R) une matrice admettant une valeur propre dans C \ R.
1. Montrer que A possede deux valeurs propres complexes distinctes conjuguées.

2. Montrer qu’il existe une matrice Q € GL,(R) et des réels a, b tels que

A=0 (_“b z> oL

(Indication : On pourra considérer V' un vecteur propre de A et l'écrire V.= W, + iW, avec W}, W, € R?).

Exercice 24 (5 % % vr %)

Soit
u: Kn—l[X] — Kn_l[X]
P +— P(X+1).
1. Montrer que y,,, le polyndme caractéristique de u vérifie y,(X) = (X — 1)".

2. L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?

3. Déterminer des réels ay, ..., a,_, tels que pour tout polynome P € K, _;[X]ona
n—1
P(X +m)+ ) aP(X +k)=0.
k=0

Mots clés : Trigonalisabilité, Cayley-Hamilton

Exercice 25 (% % % ¥r¥)

Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension finie et P € KK[X]. Montrer que P(u) est inversible si, et
seulement si P est premier avec y,,, le polyndme minimal de u.
Indication : on pourra commencer par justifier que si P(u) est inversible alors son inverse est aussi dans K[u].

Mots clés : Polynome minimal, polynémes annulateurs, Cayley-Hamilton



Exercice 26 (% % % YryYr)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie # et

o: L(E) — L(E)
u —u+Tr(u)id

1. Montrer que Vu € L(E), ®*(u) = (n + 2)®u) — (n + Du.
2. Montrer que @ est diagonalisable et décrire ses espaces propres.

3. Que vaut det(®) ?

Mots clés : Polynéme minimal, polynémes annulateurs, Cayley-Hamilton

Exercice 27 (3 % % %)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et

o: L(E) — L(E)
u +—u+Tr(u)id

Etudier la diagonalisabilité de ® et calculer det(d).
Indication : on pourra remarquer que 1 est une valeur propre évidente de .
Mots clés :Version sans polynéme annulateur

Exercice 28 (k%% +rvr) - Inspiré d’un d’oral Centrale/Supélec

On considére une matrice A € M, (IK) de polyndme caractéristique scindé. On note g et d les endomorphismes de M, (IK) définis
par g(M) =AM etd(M)= MA.Enfinonnote p =g+d,ie. VM € M,(K),p(M) =AM + M A.
1. (a) Montrer que le spectre de g dans KK est celui de A.
(b) En déduire que le spectre de d est également celui de A.

2. Vérifier que g et d commutent. On admet que cela implique qu’il existe une base dans laquelle g et d sont simultanément

triangulaires supérieures. En déduire que
Sp(p) = {A+ul A ueSplA)}.

3. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur le spectre de A pour que ¢ soit un automorphisme.
4. (Bonus) Montrer I’ affirmation de la question 3 a savoir que g et d sont triangularisables dans une base commune de M, (IK).

Mots clés :

Exercice 29 (%% % Yryr)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et u, v € L(E) deux endomorphismes. Montrer que uov et vou ont les mémes valeurs
propres.

Exercice 30 (3 % % v %)

1. Soient A, B deux matrices dont I’une des deux est inversibles. Montrer que y,p = ¥p4 OU ¢ désigne le polynome caractéris-
tique d’une matrice C.

2. Montrer que le résultat reste vrai si on ne suppose plus que A ou B est inversible.

Mots clés : Densité, polynéme caractéristique



Exercice 31 (%% vr¥ryyr)

Soit A € M, (IK) une matrice. Montrer que det(e4) = eTr4),
Mots clés : Exponentielle matrice, trigonalisation

Exercice 32 (%% % Yryyr)

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n et / € L£(E) un endomorphisme. On pose C; I’ensemble des endomorphismes
g € L(E) qui commutent avec f. On suppose que f est diagonalisable et on note Spec(f) I’ensemble de ses valeurs propres et E;
Ses espaces propres associés.

1. Montrer que C est un espace vectoriel de dimension finie.
2. Montrer que g € C; < V4 € Spec(f), E, stable par g.

3. En déduire un isomorphisme entre C; et @AeSpec(f) L(E,)puisquonadimCy = Z/leSpec(f) (x% ou «, est la multiplicité de A.

4. On suppose que les valeurs propres de f sont simples. Montrer que (id el f 2 f "‘1) est une base de Cy.

Exercice 33 (**%rv:) Inspiréd’un oral Centrale MP

Soit A € M, () une matrice de rang 1 avec n > 2.
1. Montrer que X(X — Tr(A)) est un polyndme annulateur de A.
2. En déduire que A est diagonalisable si, et seulement si Tr(A) # 0 et que si Tr(A) = 0 alors A est semblable a

0 ... 01
0 ... 00
0O ... 00
3. Donner une base de vecteurs propres de A = (i> .
J J1<i,j<n

Mots clés : Polynéme minimal, polynémes annulateurs

Exercice 34 (3 % % vr )
Soit n > 1 un entier naturel. On considere 1’application
[ R,X] — R,[X]
P +— P(X%+1)™,

Apres avoir justifié que f est bien définie discuter sa diagonalisabilité.

Exercice 35 (5 % % vr )

On pose
M —JMJ

avec J = <(1) (1)> € M,(R).
1. Montrer que S? = SoS =id.
2. Onpose F = {M € My(R)/JMJ =M} etG={M € My(R)/JMJ =—-M} . Montrer que F & G = M,(R).
3. Que peut-on en déduire sur la diagonalisabilité de .S ?
4. Quelles sont les dimensions de F et de G ?



Exercice 36 (% % % Yryyr)

010
Soitze Cet M, =|1 =z 1| Donner une condition nécessaire et suffisante sur z € C pour que M soit diagonalisable.
010

Exercice 37 (**%+rv:) Inspiré d’un oral Mines-Pont

0 0 z
On considére z € Cet M, =|1 0 O] Donner une condition nécessaire et suffisante sur z pour que M soit diagonalisable.
1 1 0
Exercice 38 (3% % Yry¥r)
01 0O
. 1 k£ 1 1
Soit k € C, on pose A = 01 0 ol
01 0O

1. Quel est le rang de A ? En déduire que le polyndme caractéristique de A s’écrit y,(X) = X2(X — A)(X — p) pour A, u € C.
A+pu =k
P+u: =k*+6

3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur k pour que A soit diagonalisable.

2. Montrer que A et y satisfont

En déduire les valeurs de A et p.

Exercice 39 (5 % % Yrvr)

On considére une urne contenant 2 boules blanches et une boule rouge. On tire successivement des boules dans I’urne. Si on tire
une boule blanche on la retire définitivement. Si on tire la boule rouge on la replace dans I’urne. On pose X, le nombre de boules

X, 6 3 0
blanches au n-&éme tirage. On pose x, = P(X,, =0),y, =P(X, =1Detz,=P(X,=2)etU,=|y,| Onpose M =|0 3 4
z 00 2

n
1. Etude de M.

(a) Montrer que M est diagonalisable et déterminer une base de chacun de ses espaces propres.
(b) Calculer M" pour tout n € IN.
2. (a) Déterminer une matrice A telle que pour toutn € Nonait U, ; = AU,,.
(b) En déduire I’expression de U,, en fonction de n.
(c) Que peut-on dire du comportement asymptotique de x,, y, et z, ? Est-ce surprenant ?
Mots clés : Réduction, Probabilité

Exercice 40 (***srv:) Inspiré de CCINP PSI 2023

Soient a, b € C et

b a a a
a b a - a

M@, b)y=|: - =~ - i|leM,UC)
a a b a



que I'on pourra écrire M (a, b) = bl,, + aM(1,0). On notera P, , son polyndme caractéristique.

1. Montrer que P; j = (X — (n — 1))(X + 1)" (indication : question faisable sans calcul).

2. On suppose dans cette question que a # 0. Montrer que P, ,(X) = a" Py <¥> En déduire ’ensemble des valeurs propres
de M, , ainsi que leur multiplicité.

3. Onpose Q, ,(X) = (X — (b —a))(X — (b+ (n— 1)a). Montrer qu’il s’agit d’un polyndme annulateur de M (a, b).

4. En déduire que M (a, b) est diagonalisable pour tout a,b € C.

5. Déterminer le reste de la division euclidienne de X* par 0, - En déduire I’expression de M (a, b)* pour tout k € IN*.

Mots clés : Polynomes annulateurs

Exercice 41 (k% %+rvr) - Inspiré d’un oral Mines-Ponts

Soit n > 2. Calculer le déterminant et la trace de 1’application

o: MK — M,(K)
A — AT

ott AT désigne la transposée de la matrice A.
Mots clés : Version sans diago disponible

Exercice 42 (5 % % Y7 v¢)
Soit A, B € M, (R). Etudier la diagonalisabilité de

f: M,R) — M,(R)
M +— Tr(ATM)B + Tr(BT M)A.

Indication : on pourra justifier que application (M, N) = Tr(M™ N) définit un produit scalaire sur M ,,(R).
Mots clés : Théoréme spectral

Exercice 43 (k% *%+:) - Inspiré d’un oral ENS 2021

Soit A, B deux matrices non colinéaires dans M, (R). Etudier la diagonalisabilité de

fi MR) — M,(R)
M +— Tr(BTM)A — Tr(AT M)B.

Mots clés : Produit scalaire

Exercice 44 (3 % % %)

On dispose de 2n+1 cailloux tels que quel que soit celui que 1’on retire on peut diviser les 2x restants en deux paquets de # cailloux
qui ont le méme poids. Montrer que tous les cailloux ont le méme poids.
Mots clés : Réduction, anneau Z./nZ.



Exercice 45 (** %% +:) Suites barypolygonales réguliéres

On considere un triangle T, du plan représenté par 3 points complexes ag, by, ¢y. On fixe ¢ € ]0, 1[ et on construit un triangle T}
représenté par les 3 points a;, b; et ¢; qui sont les #-barycentres respectifs de (ag, by), (b, ¢g) et (cy, ag). Plus généralement on construit
une suite de triangles a,, b, ¢, tels que

an = tan_l + (1 - t)bn—l
bn = tbn—l + (1 - t)cn_l

¢, =tc,_1+(—-0ta,
a, ag t I-t 0
1. Montrer que | b, | = M"|by|avec M =| O t 1—1|.
¢, o I1-+ O t

2. On consideére y,, le polyndme caractéristique de M. Montrer que y,, = (X —1)> — (1 — t). En déduire que M a trois valeurs
.2
propres 4, = 1, A, =t + j(1 =), A3 =t +j> (I =)o j=e'3 .

1 1 1
3. Montrer que les vecteurs v; = | 1|,v, =] j |et vy = |j? | sont des vecteurs propres associés aux valeurs propres 4, 4, et As.
1 7 j
4. On pose P la matrice de changement de base de la base canonique vers (v, v, 05) et D = P~' M P. Montrer que M" —
n—+00
1 1 1
111
1 1 1

5. Conclure : vers quoi tend la suite de triangle T,, ? Cette limite dépend-elle de ¢ ?

Exercice 46 (*x**%+:) Inspiré de X-ENS MP-MPI math A 2024

Soit n > 2 un entier. On pose ©,, le groupe des permutations de I’ensemble E, = {1,...,n} et on note £(c) la signature d’une
permutation ¢ € &,. On note aussi v(c) son nombre de point fixes, i.e. v(c) = Card {i €EE, |o()= i} . On considere

0 1 1
1 0 1

M=—|: - -~ - e M,(R).
1 - 1 0 1
1l = 1 1 0

1. Montrer que M est diagonalisable. Calculer ses valeurs propres ainsi que leur multiplicité (Indication : observez bien la matrice
avant de vous lancer dans un calcul de déterminant, il n’est pas nécessaire de le calculer).

2. En déduire I’égalité
2 @)XV = (X +n- (X - 1)\

0EQ,
3. Calculer les trois sommes suivantes :
e(o)
T = ) &) I,= ) &0)vo) Ty= ) ot
ceQ, ceQ, ceS,

4. On dit qu’une permutation ¢ n’ayant aucun point fixe est un dérangement et on note D, I’ensemble des dérangements de &,.
Montrer que
Card{c €D, |e(c)=1} =Card{c € D, | e(c) =—1} + (D" '(n—1)



Exercice 47 (%% % % %)
Soit p un nombre premier.
1. Déterminer ¢ = Card (GL, (Z/pZ)) .
2. Montrer que VA € M, (Z./pZ), AT? = A%
3. On considere désormais ¢ = Card (GL3 (z/ pZ)) . A-t-on

VA € My (Z/pZ), AT = A3?

Mots clés : Réduction, Polyndme minimal, théoréme de Lagrange, Cayley-Hamilton, anneaux 7./ pZ, polynéme annulateur

Exercice 48 (5 % % % %)

On consideére un groupe G fini d’ordre n et p : G — GL,,(C) un morphisme de groupes.

1. Montrer que tout élément de 1’image de p est diagonalisable.
Indication : on pourra essayer de trouver un polynome annulateur des éléments de I’'image.

2. Montrer que si G est commutatif alors les éléments de im p sont diagonalisables dans une base commune.

Mots clés : Groupe fini, Réduction avec polynéme annulateur

Exercice 49 (*x**%x%) - Opérateur de Voltera

Soit E = C9([0, 1], R) et V ’endomorphisme de E défini par V (f)(x) = fox f (@) dt. On munit E du produit scalaire

1
(f.g)= / fhgdt.
0

1. Montrer que V est continu et qu’il ne possede pas de valeur propre.
2. Déterminer I’adjoint V* de V et calculer V*(f)'.
3. Déterminer les valeurs propres de 1’endomorphisme VoV *.

Mots clés : Espaces préhilbertiens, continuité des applications linéaires

Exercice 50 (5 % % % %)

On considere R[X] muni du produit scalaire

1
(P,Q)= /1 P(x)Q(x)dx.

On définit I’endomorphisme
u: R[X] — R[X]
P —[a-x)P) =L [(1 —Xz)%P] .
1. Justifier que pour tout n € IN, u,, == uj [x) définit un endomorphisme.
2. Montrer que u est un endomorphisme autoadjoint pour le produit scalaire -, - ).
3. Justifier que u,, est diagonalisable et que ses valeurs propres sont —k(k + 1) pour 0 < k < n.

4. On pose P,(X) = = (X2 - 1] = (x> - 1)
(a) Montrer que P, est orthogonal a R,,_;[X].
(b) En déduire que (Py)g<x<, €st une base de vecteurs propres de u,,.

Mots clés : Espaces préhilbertiens, réduction des endomorphismes autoadjoints



Exercice 51 (3% % %)

Soit A € M, (C) une matrice. On pose C(A) = {P‘lAP | P e GL,,(C)} sa classe de conjugaison. Montrer que A est diagonali-
sable si, et seulement si C(A) est fermée.
Mots clés : Polynéme minimal, polynémes annulateurs, Cayley-Hamilton

Exercice 52 (5 %% % %)

Soit A € M,(R) une matrice. On pose C(A) = {P_IAP | P e GLQ(R)} sa classe de conjugaison. Montrer que A est diagonali-
sable si, et seulement si C(A) est connexe par arcs.
Mots clés :Réduction, connexité par arcs, théoréme spectral (facultatif)

2. Espaces préhilbertiens réels

Exercice 53 (% vrvr¥ryyr)

Montrer a I’aide d’un produit scalaire que pour tout x € R on a

|cos(x) + sin(x)| < \/5

Que peut-on dire lorsqu’il y a égalité ?

Exercice 54 (5 % v v vr)

00 1
00 10
On munit R?" de son produit scalaire canonique. On considére J = : : | € My, (IR) la matrice 2n X 2n composée
0 1 00
1 0 00

de 1 sur I’antidiagonale.

1. Justifier que J est la matrice d’une symétrie orthogonale dont on précisera les éléments caractéristiques et déterminer une base
orthonormée de vecteurs propres de J.

1

2. Déterminer la projection de v = (l) sur ker(J — I,).



Exercice 55 (% % vr¥ryyr)

1
P(#)Q(t)dt. Calculer la distance de X? a I’espace F = Vect(1, X).
1

On pose E = R[X] muni du produit scalaire (P, Q) = /

Exercice 56 (3 % vrvy)

Soit E = R,[X] muni de la norme ||-||, issue du produit scalaire canonique (celui pour lequel la base canonique (1, X, ..., X")
de R, [X] forme une base orthonormée), i.e. || Xy_o cx X*||, = 1/ X c;- On pose pour tout f € E*,

|/ (P)]

pei\{0) X112

A=

la norme subordonnée induite par ||-||, .On consideére a € R et

f.o E —R

P +—— P(a)
Montrer que ||| f,]|| = 1—1a_2:2+1) pour |a| # 1et ||| f,||| = Vn+ 1 sinon.

Mot clés : Norme subordonnée

Exercice 57 (3 % v ¢ vr)

0 0 1
SoitM =|1 0 Of.
010

1. Justifier que M est la matrice d’une isométrie directe de IR? muni de sa structure euclidienne canonique.

2. Calculer M3 et en déduire ses valeurs propres possibles.

3. Quel est son polyndme minimal ? La matrice M est-elle diagonalisable dans M;(IR) ?

4. Déterminer les éléments caractéristiques de I’isométrie M (axe de rotation, plan stable et angle de rotation).

Mots clés : Isométries de R3

Exercice 58 (% % v ¥rvyr)

On considere I’application
f: C —C

z —iz

Montrer que f est une isométrie vectorielle du R-espace vectoriel C et la décrire.

Exercice 59 (3% % ¥rvr)

Soit (E, {, )) un espace euclidien. On consideére f € L(FE) un endomorphisme quelconque et on munit £(E) de la norme subor-
donnée |||-||| induite par la norme euclidienne de E. Montrer que

1111 = max {4 € Spec(f*f)} .

Mots clés : Norme subordonnée, théoréme spectral



Exercice 60 (% % % Yryyr)

On munit R” de sa structure euclidienne canonique et on considére A € M, (RR). On note S:(IE{) I’ensemble des matrices symé-
triques positives, i.e. I’ensemble des matrices symétriques S vérifiant Vx € R”, (Sx, x) > 0.

1. Montrer que AT A € SHR).
2. Montrer qu’il existe une base orthonormée B = (e, ..., e,) de R" telle que (Aey, ..., Ae,) est une famille orthogonale.

3. On suppose désormais que A est inversible. Montrer qu’il existe deux matrices U,V € O,(R) et D diagonale a diagonale
strictement positive telles que A = UDV.

Mot clés : Théoreme spectral

Exercice 61 (**%srv) -Décomposition QR

Soit A € GL,,(R). On pose Montrer qu’il existe un unique couple (Q, R) avec Q € O, (RR) et R triangulaire a diagonale strictement
positive telles que A = QR.
Indication : on pourra penser a l'orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Exercice 62 (% % % Yryyr)

Soit (E,{, )) un espace euclidien et u € O(E) tel que
Vx € E, (u(x),x) =0.

1. Montrer que Vx,y € E, (u(x), y) + (u(y),x) = 0.
2. En déduire que u*> = —id puis que E est de dimension paire n = 2m.
3. Montrer qu’il existe une décomposition orthogonale P @ --- @ F,, de E en somme d’espaces P; de dimension 2 telle que Vi, u p

. R b4
est une rotation d’angle iz.

Exercice 63 (3% % Yryr)

Soit (E,{, )) un espace euclidien.
1. Montrer que f : E — E est autoadjoint de rang 1 si et seulement si 3a € E \ {0}, € R\ {0} tel que f(x) = A(a,x)a.
2. Onpose a € E \ {0} et f I’endomorphisme défini par

f(x)=x+(x,a)a.

Déterminer les espaces propres de f.

Mot clés : Théoreme spectral, réduction

Exercice 64 (**%3rvc) - Inspiré d’un oral Centrale PC 2015

Soit (E, {, )) un espace euclidien et f un endomorphisme orthogonal de E. On pose g = f —idy .
1. Montrer que im g = (ker 2t
2. Pour tout n € IN* on considere

po= (idg+f + 4 f).

Montrer que pour tout x € E, p,(x) converge vers p(x), le projeté orthogonal de x sur ker g.



Exercice 65 (% % % Yryyr)

Soit (E, (, )) un espace euclidien, H, K deux hyperplans de E et sy et s les deux réflexions orthogonales associées a ces deux
hyperplans. Montrer que sj; et s commutent si et seulement si H = K ou H* C K.

Exercice 66 (5 % % Yrr)

On considere 3 droites vectorielles distinctes Dy, D, et D5 du plan IR2. Décrire les triangles ayant pour médiatrices ces trois
droites.

Expliquer comment en construire un.

Mots clés : Classification des isométries de R?

Exercice 67 (3% % %)

Montrer qu’une isométrie f d’un espace euclidien (E, ( , )) de dimension finie n est la composée d’au plus n réflexions.

(Indication : On pourra procéder par récurrence. Pour I’hérédité on pourra fixer un point quelconque x € E \ {0} et traiter
séparément d’abord le cas f(x) = x et puis se ramener au premier cas lorsque f(x) # x).

Mots clés : Réflexions, supplémentaire stable

Exercice 68 (3 % % %)

On munit E = R" du produit scalaire canonique et on pose f : R"” — R” une isométrie. On veut montrer par récurrence sur la
dimension n qu’il existe des espaces V, W, Py, ..., P, C E en somme directe orthogonale avec dim(P,;) = 2 tels que f}, =idy, fiypr =
—idy, et fp, rotation.

1. Traiterlescasn =1etn=2.

2. Soit n > 3. On suppose que le résultat qu’on souhaite montrer est vrai pour toute isométrie de R* pour k < n — 1. Soit

f: R" — R" une isométrie.
(a) Justifier qu’il suffit de trouver un espace F C R" non trivial et stable par f pour conclure.
(b) Traiter le cas ou f a une valeur propre réelle.

(c) On suppose que toutes les valeurs propres de f sont complexes et on en fixe une 4 € C \ R ainsi qu’un vecteur propre
x € C" associé a A.
i. Montrer que A est aussi une valeur propre de f et que X est un vecteur propre associé a A
ii. On pose F = Vect (xTH, %) . Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R” stable par f.

Mots clés : Classification des isométries de R?

Exercice 69 (k%% %r) Matrice de Gram

Soit (E, (-, -)) un espace euclidien|'|et ¥ = (xy, ... , Xp) une famille de vecteurs de E. On pose Gram(F) = ((x,-,xj>)1<ij<p S
M ,(R), appelé matrice de Gram de la famille, et G(F) = det(Gram(F)) son déterminant de Gram.
1. (a) Montrer que F est libre si, et seulement si G(F) # 0.
(b) (Application). Montrer que si E contient des vecteurs (ey, ..., e, ) tous 3 méme distance les uns des autres, i.e. Vi #
Js ke # €. |ei = ;|| = llex = ecll # 0 alors dim(E) > n.
2. On suppose que (x, ..., x,) est libre.
(a) Montrer que Vx € E,d(x, Vect(F))? = %

1. On peut remplacer euclidien par préhilbertien si on veut.



(b) (Application). On considére R,[X] muni du produit scalaire

1
<RQ>=/}PQOm.

Calculer d(X?2, Vect(1, X)).
Exercice 70 (3% % %)

+o0
On pose E = R[X] et pour tout P,Q € E,(P,Q) = / e *P(x)Q(x)dx.
0
1. Montrer que { , ) est bien défini et qu’il s’agit d’un produit scalaire.
+o0
2. Calculer / x™e™*dx pour tout m > 0.
0

3. On pose pour tout n € N, E, = Vect(1, X, X2, ..., X") C E et H, = Vect(X, X2,
%(X + 1) (X + k) et Hy = 1 (appelés polynomes de Hilbert).
(a) Montrer que Hnl N E, est un sous-espace vectoriel de E, de dimension 1.
(b) Montrer qu’il existe un unique (by)o<r<, € R"*! tel que

(X =1 (X =nm) =Y b H(X).

k=0

(¢) On pose g(X) =Y _, %X". Montrer que H- n E, = Vect(g).

(d) Montrer que (g, g) = ||g||§ =nl(n+ 1)
(e) Calculer d(1,H,).
Mot clés : Projection, intégrale impropre

Exercice 71 (k%% %) Groupe des isométries du tétraedre

On considere (IR3, ¢, )) I’espace R? muni du produit scalaire canonique. Soit T un té
4 points A, A,, A3, A4 tous a méme distance deux a deux, on les appelle sommets du tét
A;est0e R3. On considére Isom(T') I’ensemble des isométries préservant T, i.e.

Isom(T) = {f € O;(R) | f(T)=T}.

On admet que 3 sommets quelconques forment toujours une base de R3.

....X™). Pour tout k > 1 on pose H,(X) =

ey

tracdre régulier, i.e. I’enveloppe convexe de
ra¢dre. On suppose que I’isobarycentre des

1. (a) Soit (E,(-,-)) un espace euclidien et A, B € E distincts. Montrer que {M € E,||A— M|| =||B—- M||} = Vect(B —

At + %(A + B).

(b) Montrer que les 4 sommets sont de méme norme et qu’il s’agit des points de 7' de norme maximale.

2. Montrer que Isom(7’) est un groupe.

3. Montrer que pour tout f € Isom(7T") I’isométrie f induit une bijection de I’ensemble de .S vers S avec S = {Al, Ay, Aj, A4}

I’ensemble des sommets.

4. On pose I’application
@: Isom(T) — &(S)~Q,
f — fl S

(a) Montrer que @ est un isomorphisme de groupes.

(b) Montrer que Vf € Isom(T'), e(¢(f)) = det(f) ou ¢ est la signature d’une permutation.

Mot clés : Groupes finis, isométries, convexité



Exercice 72 (** %% %) Groupe des isométries du tétraedre

On considere (IR3, (-, -)) I’espace R? muni du produit scalaire canonique. Soit T' un tétraédre régulier, i.e. 1’enveloppe convexe de
4 points A, A,, A3, A, tous a méme distance deux a deux, on les appelle sommets du tétracdre. On suppose que I’isobarycentre des
A;est0e R3. On consideére Isom(T') I’ensemble des isométries préservant T, i.e.

Isom(T) = {f € O;(R) | f(T)=T}.

On admet que 3 sommets quelconques forment toujours une base de R3.
1. (a) Soit (E,(-,-)) un espace euclidien et A, B € E distincts. Montrer que {M € E,||A— M|| = ||B— M||} = Vect(B —
Al + %(A + B).
(b) Montrer que les 4 sommets sont de méme norme et qu’il s’agit des points de T de norme maximale.
2. Montrer que Isom(7’) est un groupe.

3. Montrer que pour tout f € Isom(T") I'isométrie f induit une bijection de 1’ensemble de S vers .S avec S = {Al, Ay, As, A4}
I’ensemble des sommets.

4. On pose I’application
@: Isom(T) — &(S)~©,
f — s

(a) Montrer que @ est un isomorphisme de groupes.
(b) Montrer que Vf € Isom(T), e(p(f)) = det(f) ou € est la signature d’une permutation.

Mot clés : Groupes finis, isométries, convexité

3. Groupes, anneaux et arithmétique

Exercice 73 (3 ¥r 3¢ ¥evr)

Soit A un anneau ayant pour seuls idéaux {0} et A. Montrer que A est un corps.
Mots clés : idéal

Exercice 74 (3 % v v v¥)

Soit A un anneau inteégre ayant un nombre fini d’idéaux. Montrer que A est un corps.
Mots clés : idéal

Exercice 75 (%% vr¥ryyr)

Soit A un sous-anneau d’un corps K tel que

Vxe K\ {0},x€ Aoux"! € A.

1. Montrer que A = Z,) = {% la€eZ,beZ \pZ} vérifie cette propriété.



2. On pose I I’ensemble des éléments non inversibles de A. Montrer que I est un idéal de A.
3. Montrer que I est maximal pour I’inclusion parmi tous les idéaux.

Mots clés : idéal

Exercice 76 (% % vr¥ryr)
Soit A un sous-anneau de Q. Montrer que A est principal.
Mots clés : idéal

Exercice 77 (k%% %) -Radical de Jacobson

Soit A un anneau. On dit qu’un idéal m C A est maximal s’il s’agit d’un idéal propre, i.e. m # A et m est maximal pour I’inclusion,
i.e. pour toutidéal I telque m C I C Aalors I = moul = A.

Onpose J = {x EA|Vae A l+ax e AX} . Montrer qu’il s’agit d’un idéal puis qu’il est égal a I’intersection de tous les idéaux
maximaux de A.

On admettra le Lemme de Krull qui affirme que tout idéal I # A est inclus dans un idéal maximal.

Mots clés : maximalité
Exercice 78 (3 % v v )

Quel est le chiffre des unités de 20242924 4 20232023 9

Mots clés : Théoréeme d’Euler
Exercice 79 (3 % % ¥r¥r)

Calculer 21'° mod 25.

Mots clés : Théoréme d’Euler

Exercice 80 (3 % % vr¥)
Expliciter les n derniers chiffres de I’écriture décimale de 9'%" pour n > 1.
Mots clés : Théoreme d’Euler

Exercice 81 (3% % Yrvyr)

1. Soit n, m deux entiers premiers entre eux et ¢ 1’isomorphisme du théoréme des restes défini par

@: Z/nmZ. — Z/nZXZ]mZ
x +— (x modn,x mod m).

On considere un + vm = 1 une relation de Bézout. Montrer que

v: Z/nZXZ[ml — Z/nmZ
(a,b) +— vma + unb.

est bien définie et est I’inverse de ¢.
2. Résoudre x> + x + 5 = 0 dans I’anneau Z/77Z.

Mots clés : Théoréme des restes



Exercice 82 (kx %% %) - Une réciprocité quadratique modulo p?

Soit p un nombre premier impair.

-1
1. Montrer que I’équation x> — 1 = 0 a pour seules solutions —1 et 1 dans Z/pZ et que le polynome X 5 _laau plus P

racines dans Z/pZ.
2. En déduire que 1’équation x> — 1 = 0 a pour seules solutions —1 et 1 dans Z/p*Z.
3. Montrer que —1 est le carré d’un élément dans Z/p*Z si et seulement si p = 1 mod 4.

Mots clés : Morphisme canonique, théoréme d’Euler

Exercice 83 (3 ¥r ¢ ¥rvr)

Soit G un groupe et g € G d’ordre n.

1. Montrer qu’il existe un unique morphisme de groupes ¢ : Z — G tel que ¢(1) = g. Montrer alors que ¢ induit un isomorphisme
Z./nZ ~{g).

2. Soit p un nombre premier. Montrer que tout groupe G d’ordre p est isomorphe a Z./pZ.

Exercice 84 (5 % v ¥rvr)

Soit G un groupe et g, h € G des éléments d’ordres respectifs n et m tels que gh = hg.
1. On suppose que (g) N (h) = {IG}. Montrer que gh est d’ordre ppcm(n, m).

2. Montrer que si pged(n, m) = 1 alors gh est d’ordre mn.
Exercice 85 (**ryr¥r) Un corps a9 éléments
On considere le groupe K = (Z/37,)%. On notera ses éléments (a, b) = a + ib et on définit un produit sur K par
(a+ib) X (c+id) = ac — bd + i(ad + bc).

On admet que (K, +, X) est un anneau.

1. Donner toutes les solutions (a, b) € (Z/ 37)* de I’équation
a?+ b =0.

2. Montrer que (K, +, X) est un corps.

“ +i_—b)p0ura+ib750.

Indication : On pourra calculer (a + ib) X <m o

3. Montrer que le groupe (K*, X) est cyclique.
Mots clés : Anneaux 7./ pZ., corps

Exercice 86 (**%rvr) Théoréme de Cauchy pour p = 2

Montrer qu’un groupe fini G d’ordre pair possede un élément d’ordre 2.



Exercice 87 (%% % Yrvyr)

Soit G un groupe tel que pour tout x € G, x> = e ol e est I’élément neutre de G.
1. Montrer que G est commutatif. On adoptera désormais une notation additive pour la loi de G.

2. On suppose que G est fini. Montrer qu’il existe n € IN tel que #G = 2" (on pourra essayer de munir G' d’une structure d’espace
vectoriel bien choisie).

3. Déterminer, a isomorphisme pres, tous les groupes d’ordre 4.
Mots clés : Anneaux Z./pZ

Exercice 88 (k%% ¥:v¥) Corps fini

Soit K un corps fini. On veut montrer que son cardinal est de la forme p" avec p premier.

1. Montrer que pour tout anneau A il existe un unique morphisme d’anneaux

Son noyau est alors de la forme ker y, = mZ pour m € IN et cet entier m est appelé caractéristique de A.
2. Justifier qu’un corps fini K est de caractéristique p un nombre premier.

3. Montrer qu’alors yg induit un morphisme d’anneaux injectif

k +— yx(k).

4. Conclure.
Indication : on pourra définir une structure d’espace vectoriel bien choisie sur K.

Mots clés : Anneaux Z./pZ

Exercice 89 (3 % % vr¥)

. 2knm
Soit n > 3 un entier. On considere I’ensemble u, = {e’T |0<k<n- 1} des racines n-¢éme de 1’unité dans C que ’'on

identifie avec R> = {(x,y) | x,y» € R}. On considére G I’ensemble des isométries f du plan telles que f (#,) € p,. On pose r la
rotation d’angle 27” et s la symétrie orthogonale d’axe (Ox).

1. Rappeler la classification des isométries du plan en fonction de leur déterminant.

. Montrer que r et s sont des éléments de G et déterminer leur ordre.

. Décrire srs en fonction de r. Le groupe G est-il commutatif ?

. Montrer que toute rotation ' € G est un élément de (r), le sous-groupe de G engendré par r.

. Montrer que G est engendré par s et r.

[ WY B S S

. Montrer que tout élément f € G admet une unique écriture f = s¢7F avec e € {0,1} etk € {0,...,n—1}.
7. En déduire que G est de cardinal 2n.

(Le groupe G est un groupe trés important dans [’étude des groupes finis, il s’appelle le groupe diédral d’ordre 2n).
Mots clés : Groupes finis, Isométries du plan



Exercice 90 (% % % %)
Soit G un groupe fini de cardinal n. On pose Z(G) I’ensemble des éléments de G qui commutent avec tous les autres et pour tout
x € G,C(x) = {yxy~! | y € G} appelé classe de conjugaison de x.
1. Montrer que Z(G) est un sous-groupe de G et que x € Z(G) & C(x) = {x}.
2. Montrer que la relation x ~ y définie par y € C(x) est une relation d’équivalence.

3. On pose x|, ..., x, des représentants des classes non-triviale, i.e. tels que #C(x;) > 2. Montrer que

B
#G =#Z(G) + ) #C(x)).
i=1
4. On souhaite montrer que pour tout élément x € G,#C(x) | #G. On fixe x € G.

(a) Soit A une partie quelconque de G. Montrer que A et xA ont méme cardinal.
(b) On pose
. G — C(x)
y — yxy~h
Montrer que pour tout y € G, ¢~ (yxy~!) = yp~1(x).
(c) En déduire que #C(x) | #G.

5. Montrer qu’un groupe d’ordre p” n’a jamais un centre réduit a son élément neutre.

Exercice 91 (***%%) Carré dans les corps finis
On considére K un corps qu’on suppose fini de cardinal g. On dit qu'un élément y € K est un carré lorsqu’il existe x € K tel que
y = x?.On pose Sg = {x2 | x € KX} I’ensemble des carrés non nuls de K.

1. Montrer que I’application
p: K* — K*

x +— x?

est un morphisme de groupes.
2. On suppose que q est pair. Montrer que ¢ est injectif. En déduire que tous les éléments de K sont des carrés.
3. On suppose que g est impair.

(a) Montrer que @ n’est pas injectif.

(b) Justifier I'écriture K> = | | yeSk @~ 1({y}). En déduire le cardinal de .S X

q-1
(c) Montrerque x € Sy ©x 2 = 1.
(d) Montrer que le produit de deux non carrés est un carré.

Mots clés : Corps



4. Dénombrabilité

Exercice 92 (3 ¥r v Yo vr)
Soient A, B C R deux sous-ensembles dénombrables. On pose
C={a+bla€ A,beE B}.

Montrer que C est dénombrable.

Exercice 93 (3 % v v vr)

On dit qu’un complexe z est un entier algébrique s’il est racine d’un polyndme unitaire P € Z[X]. Montrer que I’ensemble des
entiers algébriques est dénombrable.

Exercice 94 (% % v ¥rvr)

1

Etudier la sommabilité de la famille (—
(p+g+D)*

) en fonction du paramétre a.
p.q€N

Exercice 95 (% % vr¥ryyr)

Les espaces vectoriels suivants admettent-ils une base dénombrable ?
 R[X]
+ R(X)

Exercice 96 (3 % vr%)

Soient A, B C R deux sous-ensembles dénombrables. On pose
C={P(a,b)|lac A,be B,P € Q[X,Y]}.

Montrer que C est dénombrable.

Exercice 97 (5 % % %)

Montrer que P(IN), ’ensemble des parties de IN, n’est pas dénombrable.

Exercice 98 (% % % %)

Soit G un groupe commutatif ayant un nombre au plus dénombrable de générateurs.
1. Montrer que G est dénombrable.
2. Est-ce toujours vrai si on enléve 1’hypotheése de commutativité ?

Mots clés : Groupes



Exercice 99 (%% % % %)

On considere M, (C) muni d’une norme ||-|| . On considére une famille (B(M i j))je ; de boules ouvertes de rayon strictement
positif et toutes disjointes deux a deux.
Montrer que J est dénombrable.

Mots clés : Densité

Exercice 100 (3 % % % %)

Soit F un ensemble, E C F un sous-ensemble infini et D C F un sous-ensemble dénombrable. Montrer qu’il existe une bijection

EFEuD~EFE.

5. Topologie des espaces vectoriels normés

Exercice 101 (3 v v ¥ vr)

Comparer les normes ||-||; et |||, sur C([0; 1], R).

Exercice 102 (% Yrvrvr¥r)

3

On considére A = <_1

;) . Calculer exp(A).

Indication : on pourra se servir de la décomposition A =41 + N avec N = <_l 1>'

Mots clés : exponentielle de matrice

Exercice 103 (5 ¥r v ¥rvr)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) une symétrie. Calculer exp(f) en fonction de f.
Mots clés : exponentielle d’endomorphisme

Exercice 104 (3 v v vr)

Soit A une partie d’un espace vectoriel normé (E, ||-||). Montrer que Aestle plus petit fermé contenant A.

Exercice 105 (3 % v v vr)

On dit qu’un point x d’une partie A de R? est isolé s’il existe » > 0 tel que B r(x,r)N A = {x}.Soit A une partie de R? dont tous
les points sont isolés. Montrer que A est compact si et seulement si A est fini.
Mots clés : Compacité



Exercice 106 (% % vr v ¥v)

Soit (E, ||-]|) un K-espace vectoriel normé et H un hyperplan de E. Donner le nombre de composantes connexes par arcs de
E\ H.Ondistingueralescas K = Ret K = C.
Mots clés : Connexité par arcs

Exercice 107 (3 % v v v¢)

Soit f: R — R une application continue telle que Vx,y € R, f(x + y) = f(x) + f(y). Montrer que f est R-linéaire. Est-ce
toujours vrai si on enléve 1’hypotheése f continue ?
Mots clés : Densité

Exercice 108 (% % v v ¥7)

Soit (A, ||-||) une algébre normée de dimension finie sur IK. Montrer que A* est une partie ouverte de A.
Mots clés : Norme d’algébre

Exercice 109 (5 % v ¥rvr)

Soit E = C(R,R) et F C E un sous-espace vectoriel tel que || f|| = sup |f(#)| est une norme sur F.
1e[0;1]

1. Donner un exemple de tel espace F de dimension infinie.
, - F — C(0,11,R) I
2. Montrer qu’alors I’application ¢ : o f est injective.
[f0,17

3. Donner un exemple de F tel que ¢ est surjective.

Exercice 110 (3 % v v vr)
Soit A une algebre unitaire sur C. On suppose que A est munie d’une norme d’algebre || ||, i.e. Vx,y € A, ||xy|] < ||x|| ||¥]]-
On suppose qu’il existe x € A tel que VA € C,x — 4 - 1 inversible.

1. Justifier que I’application
f: C —A
A — -

x—Al,
est continue.
2. Montrer que || f(C)|| est un compact.
Mots clés : Norme d’algébre

Exercice 111 (3 % v v vr)

Soit E un espace vectoriel normé.

1. Soit (K;);c; des parties compactes de E. Montrer que [ ,-; K; est une partie compacte de E.

iel
2. On suppose que I = N, que K,,,; C K, etque Vn,3r, > 0,x, € E tel que K, C By(x
x € Etel que (), K, = {x}.

20 Iy) avec r, — 0. Montrer qu’il existe

Mots clés : Compacité



Exercice 112 (% % vr v ¥)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie de dimension n et K une partie compacte de E. On pose
Conv(K) = {Ayx) + =+ + A1 X1, () € K™ (1) € R | A+ + Ay = 1}

appelé enveloppe convexe de K.
1. Onpose H = {(4,) € R")"™!' | A; + -+ + A, = 1}. Montrer que H est un compact.
2. En déduire que Conv(K) est un convexe de E.
Mots clés : Compacité

Exercice 113 (3 % v v vr)
Soit E = C([0,1],R) et
®: E —R
fo— f.
1. Déterminer si @ est continue lorsque E est muni de ||-||,. Si c’est le cas déterminer sa norme subordonnée.
2. Déterminer si @ est continue lorsque E est muni de ||-||;. Si c’est le cas déterminer sa norme subordonnée.

Mots clés : Applications linéaires continues

Exercice 114 (3 % ¢ ¥ vr)

On consideére la dérivation sur R[X]
o: R[X] — R[X]
P — P
1. Déterminer si @ est continue lorsque R[X] est muni de ||-||,, (Ie sup des valeurs absolues des coefficients). Méme question pour
[1-]]; (Ia somme des valeurs absolues des coefficients). Si oui calculer sa norme subordonnée.

2. Montrer que I’application définie par
+oo

1Pl =Y |PPO).

k=0
est une norme sur R[X]. Est-ce que ® est continue pour cette norme ? Si oui calculer sa norme subordonnée.

Mots clés : Applications linéaires continues

Exercice 115 (5 % % vrvr)
On considére E = C([0,1],R),® € E et
1
f — / o) f(t)dt.
0
1. L’application Tg, est-elle continue pour la norme ||-||, ? Pour ||-||; ? Pour ||-||, ?

2. Déterminer la norme subordonnée de T, pour la norme |[||; .

Mots clés : Lispschitziannité des applications linéaires, convergence dominée

Exercice 116 (3 % % vrvr)

Soit H un hyperplan d’un espace vectoriel normé (E, ||-||). Montrer que H est soit fermé soit dense dans E.
Mots clés : Densité



Exercice 117 (3 % % v ¥)

Soit (E, {, )) un espace euclidien. On consideére f € L(E) un endomorphisme quelconque et on munit £L(E) de la norme subor-
donnée |||-||| induite par la norme euclidienne de E. Montrer que

[11£111* = max {1 € Spec(f*f)} .

Mots clés : Norme subordonnée, théoréme spectral
Exercice 118 (3 % v v vr)
Soit A € M;(R) une matrice quelconque. On suppose que A” converge vers une matrice B. Montrer que B est diagonalisable et
déterminer ses valeurs propres possibles.
Mots clés : Espace vectoriel normé, polynéme annulateur

Exercice 119 (% % ¢ ¥)

Montrer que I’ensemble des matrices diagonalisables de M, (IK) est connexe par arc. Est-il convexe ?
Mots clés : Espace vectoriel normé, convexité

Exercice 120 (3 % ¢ v vr)

On considere E = {(un) e RN, Dm0 Un converge}, i.e. ’'ensemble des séries convergentes a valeurs réelles.

1. Soitu = (u,),en € E. Justifier que ||u||, = sup|un| et ||ul| = sup|zk<n uk’ définissent des normes sur E.
nelN nelN -

2. Comparer les deux normes définies dans la question précédente.

Exercice 121 (% % vr v ¥)
Soient X, Y des parties d’espaces vectoriels normés de dimensions finies. On rappelle qu'un homéomorphisme f : X — Y est
une application continue bijective et d’inverse continue.
Soit f : X — Y continue et bijective. On suppose que X est compact. Montrer que f est un homéomorphisme.
Mots clés : Compacité
Exercice 122 (3 % % vrvr)
Soit E un espace vectoriel normé et A et B deux parties de E. On dit que A et B sont homéomorphes si, et seulement s’il existe
f: A — B continue bijective d’inverse continue.
1. Montrer que si f: A — B est un homéomorphisme alors pour tout x € A, f : A\ {x} = B\ {f(x)} est bien définie et, est un
homéomorphisme.
2. Montrer que R et R? ne sont pas homéomorphes.
3. Montrer que S, le cercle unité dans R? n’est pas homéomorphe a [0; 1].

On peut généraliser la question 2 a toute dimension : R" est homéomorphe a R™ si, et seulement si n = m. Il s’agit du théoréme
d’invariance du domaine (trés difficile).
Mots clés : Connexité par arc



Exercice 123 (% % % % ¥)

On considere E = R[X] et les applications définies pour tout P(X) = Zf(’) a, X* par

Zak + Z |ak|

1P|l = sup |P()| et |[P|]=

xe[O,%] k=0
1. Montrer qu’il s’agit de normes sur E.
2. Comparez-les.
Exercice 124 (5 % % % v¢)
Soit f: (E,||']|g) — (F,||:]| r) une application linéaire entre IK-espaces vectoriels normés.

1. Montrer que f est continue en O si et seulement si
AC>0,Vx € E|[f 0l < ClIxllg

(i.e. f est lipschitzienne en 0).
2. Montrer que f est continue en O si et seulement si elle est continue en tout point de E.

3. On suppose que E = F et on définit £, (E) I’ensemble des endomorphismes continus de E et

[ f Ol g

xeeNi0) X Eg

NI =

Montrer que |||-|]| définit une norme sous-multiplicative sur £ (E).
4. Montrer que si E est de dimension finie toute application linéaire f : E — F est continue.

Mots clés : Applications linéaires continues, exercice de cours

Exercice 125 (% % % % ¥7)
Soit A € M,(C). On définit C[A] = { P(A), P € C[X]} et C[A]* = { P(A) € C[A] | P(A) € GL,(C)} = C[A] n GL,(C).

1. Montrer que C[A] est un espace vectoriel de dimension finie d ol d est le degré du polyndme minimal de A.

2. Montrer que I’exponentielle définit un morphisme de groupes
exp: C[A] — (D[A]
P(A) +— Z —P(A)".

Mots clés : Norme d’algébre

Exercice 126 (x* % %) Inégalité de Hardy

Soit f: R — TR une fonction continue de carré intégrable. On pose || f]], = 4/ f0°° f2()dt. On pose F, la moyenne de f,
définie par F(x) = i /Ox f(@)dt. On veut montrer 1’inégalité de Hardy :

FI <211f1l2-



1. Justifier qu’on a alors I’équation fonctionnelle
Vx € R*,xF'(x) = —F(x) + f(x).

2. On suppose dans un premier temps que f est positive.

(a) Montrer que pour tout X > Oona

X X X
/ Fz(x)dx = / fO)F(x)dx — / xF'(x)F(x)dx.
0 0 0

(b) Justifier que ;¥ £(F(dx < /¥ fordxy/ f¥ Foldx.

(c) Majorer — fOX xF'(x)F(x)dx en fonction de fOX F(x)?dx al’aide d’une intégration par partie.

(d) Conclure que F est aussi de carré intégrable et en déduire 1’inégalité de Hardy dans le cas f positive.
3. Traiter le cas général.

Mots clés : Intégrales impropres

Exercice 127 (5 % % % v¢)
On considere E = C([0; 1], R) et ||+|[, 1a norme infinie sur E. Soit g € E fixée. On pose N, (f) = ||g /|l -

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur g pour que N soit une norme.

2. On suppose cette condition vérifiée. Donner alors une condition nécessaire et suffisante pour que N et ||-||., soient équivalentes.

Exercice 128 (% % % % ¥7)
On pose E = C!([~1; 1], R) muni de la norme ||-||, et n > 1 un entier. On pose

. A={Pe]Rn[X]|/_llP(t)dt=1}

» B={PeR,X]| [ Pyt =1etvi e [-1:1,|[P'()] < 1}

1. Les parties A et B sont-elles fermées dans E ?
2. Les parties A et B sont-elles compactes dans E ?

3. Reprendre les deux questions précédentes en remplagant IR, [ X] par IR[X] dans les définitions de A et B.

Mots clés : Caractérisation des applications linéaires continues par lipschitziannité

Exercice 129 (xx %% %) - Réciproque a I’équivalence des normes

Vous avez vu en cours qu’en dimension finie toutes les normes sont équivalentes. L’objectif de cet exercice est de prouver la
réciproque, i.e. si toutes les normes d’un espace vectoriel sont équivalentes alors ce dernier est de dimension finie.

Soit E un espace vectoriel dont toutes les normes sont équivalentes. On pose E* son dual, i.e. I’ensemble des formes linéaires sur
E. Soit ||-|| une norme définie sur E.

1. Soit# € E*, montrer que I’application définie par ||x||, = ||x|| + [£(x)| est une norme sur E.
2. En déduire que toutes les formes linéaires sur E sont continues.

3. Conclure.
Indication : On « admettra »que tout espace vectoriel admet une base.

Mots clés : Caractérisation de la continuité des applications linéaires par lipschitziannité, hors-programme (base d’espace vec-
toriel quelconque)



Exercice 130 (% % % % ¥7)
Soit (s,) € [0; 11N une suite injective et Y a, une série convergente a termes > 0. On pose E = C([0; 1], R) et Vf € E, N(f) =
+0o0
2 |fGsw)] ay.
n=0
1. Montrer que N est bien définie et qu’il s’agit d’une semie-norme (i.e. 1’application est homogene et sous-additive (inégalité
triangulaire) mais 1’axiome de séparation n’est pas forcément vérifié).
2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (s,) pour que N soit une norme.

3. On suppose cette condition vérifiée. Comparer alors N avec |||, -

Mots clés : Densité

Exercice 131 (5 %% % %)

On considére deux convexes compacts C et C’ dans R”. On suppose qu’il contiennent chacun une boule ouverte centrée en 0. On
veut montrer que leurs frontieres dC et dC’ sont homéomorphes, i.e. qu’il existe une bijection continue d’inverse continue allant de
I’une vers I’autre.

I est vivement recommandé d’accompagner son raisonnement de dessins dans R? pour y voir plus clair.

1. Soit x € R"\ {0} et on pose [0x) = {Ax | A > 0} la demie-droite vectorielle passant par x.
(a) Montrer qu’il existe y € C tel que [0x) N C = [Oy].

(b) Montrer que [0x) N C C [Oy[. En déduire que y € dC.
(c) On veut montrer que [0x) N dC = {y}.

i. Soitr > 0tel que B(0,r) C C et z € [0y[. Soit b € B (z, r%) . Montrer que a =y + %(b —y) € B,r).

ii. En déduire que B (z, r%) C C puis que [0x) N dC = {y}. On note alors y = d-(x).

2. Montrer que I’application
f: oC —oC
X > dor(x)
est une bijection.
3. On suppose que C’ = B"(0, 1). Montrer que f est continue.
4. Montrer que f~! est continue (on pourra montrer que la préimage par f~! d’un fermé de dC est un fermé).
5. Conclure.

(On pourrait sans plus de difficulté montrer qu’en fait C et C' sont homéomorphes, i.e. que tous les compacts convexes contenant une
boule ouverte d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont homéomorphes. Cela dit ’exercice est déja bien assez long comme
ca).

Mots clés : Compacité, convexité

Exercice 132 (% % % % ¥)

On considere R” muni de la norme ||(x1, ..., x,)||, = X, |%;| - On munit M,(R) de la norme subordonnée |||A||| en identifiant
une matrice A a I’endomorphisme induit par A
R* — R"
X — AX.

1. Soit A = (a,» j) € M, (R). Exprimer |||A][|| en fonction des g;; et donner une interprétation du résultat en terme des lignes ou des
colonnes de A.



2. On pose
T: MR — M,®R)
A — A
(a) Montrer que la norme subordonnée de T est inférieure ou égale a n.
(b) Calculer la norme subordonnée de T'.

Mots clés : Norme subordonnée

Exercice 133 (k%% %) Théoréme de I’application ouverte
Soient E et F des espaces vectoriels de dimension finie. On dit qu’une application f : E — F est ouverte lorsqu’elle envoie des
ouverts de E sur des ouverts de F. On veut démontrer le théoréme de 1’application ouverte qui s’énonce ainsi
Théoréme : Soit f : E — F une application linéaire entre espaces vectoriels de dimension finie. Alors f est surjective si, et
seulement si elle est ouverte.
1. Dans cette question on considere le cas particulier ou F C E et z : E — F est une projection.
(a) Soit U un ouvert de E. Montrer que z(U) = (U + ker x) N F.
(b) En déduire que x est ouverte.
2. Prouver le sens direct du théoréme de I’application ouverte.

3. Montrer le sens réciproque.

Mots clés : Continuité des applications linéaires en dimension finie

Exercice 134 (kxx%% %) - Théoréme de représentation de Riesz

+0o0
On définit #2(IN) I’ensemble des suites réelles (a,) telles que Y, a> < +oco. On munit alors #>(IN) de la norme définie par
n=0
+0o0
[lall =4/ X a%. Enfin, on pose #2(IN)’ I’ensemble des formes linéaires continues de #>(IN) que 1’on munit de la norme subordonnée.
n=0

1. Montrer I’inégalité de Cauchy-Schwartz

+o0
Va,b € £2(IN), Z a,b, converge et z a,b,| < |lall|16]].

n>0 n=0

2. Soit
®: A(N) — F2INY

+0o0
a — (ya: b Zanbn>.
n=0
Démontrer que @ est un isomorphisme continu (il s’agit théoreme de représentation de Riesz qui est souvent formulé uniquement
en affirmant que I’application est surjective).

Mots clés : Applications linéaires continues

2. 11 existe une version de ce théoreme pour les espaces dits de Banach qui sont potentiellement de dimension infinie mais 1’étude de ces espace n’est plus au
programme.



Exercice 135 (kx% %) -Inspiré d’un oral ENS

Soit (E, ||]]) un espace vectoriel normé de dimension finie et K un compact non vide de E.
1. Montrer qu’il existe une boule fermée de rayon minimal contenant K.
2. Montrer que si ||-|| est issue d’un produit scalaire alors cette boule est unique (faire un dessin).

Mots clés : Compacité, produit scalaire

6. Suites et séries de fonctions

Exercice 136 (5 ¥ ¢ ¥rvr)

La suite de fonction
fr,: Rt —R

X nx
1+n2x

converge-t-elle simplement ? Uniformément ?

Exercice 137 (% Yryrrvc)

La suite de fonction
fu: 1400 — R

In(nx)

converge-t-elle simplement ? Uniformément ?

Exercice 138 (3 v v v vr)

La suite de fonctions f,(x) = —

5> converge-t-elle simplement ? Uniformément ? Uniformément sur tout segment ?
X
7z
n

Exercice 139 (5 % ¢ ¥rvr)

La suite de fonction
f: R —R

1
x — /o +x?

converge-t-elle simplement ? Uniformément ? La suite de ses dérivées converge-t-elle uniformément (sans calcul) ?



Exercice 140 (% % % v ¥7)

Soit @ € R. On considere la suite de fonctions

N — —_
S u: [0, 2] R
x > n%cos(x)" sin(x)

définie pour n € IN*. Donner une condition nécessaire et suffisante sur « pour que (f,,) converge uniformément.

Exercice 141 (5 % % vrvr)

Soit £ : RT — R continue par morceaux telle que lilll f(x) = 0. Calculer
X—=>1+0

1
lim / f(nx)dx.
0

n—+oo

Exercice 142 (% % % v ¥7)

On considere la fonction
fi: Jl,+400[ — R

+o00 (_l)n—l
- 3G

1. Montrer que f est bien définie sur son ensemble de définition.

2. Calculer lim f(x)et lim f(x).
X—>+00 x—1t

3. Montrer que f est de classe C! et donner les variations de f. Etudier sa convexité.
4. Esquissez le graphe de f.

Mots clés : Continuité sous le symbole somme

Exercice 143 (% % % v ¥7)

Soit (a,,) une suite réelle croissante, a valeurs strictement positive et telle que a,, = +oo.
On consideére
f: R™ —R
+o0
t — z (_1)n+le—unt.
n=1
1. Montrer que f est bien définie et continue sur R.

2. Montrer que f est intégrable et que
+oo

ay

+0o0 1yt
f(t)dt:Z( Dl
n=1

+oo (_1)n+l
3. Calculer 3 ——.

n=1

Mots clés : Continuité sous le symbole somme, convergence dominée



Exercice 144 (% % % % ¥7)

On pose
f: 1-L1[ —R

+o0 " sin(nx)
x" sin(nx
X — y =2
n
n=1

1. Montrer que f est bien définie et qu’elle est de classe C!.
2. Calculer f’(x) et en déduire que

x sin(x)
1 —xcos(x) /"

f(x) = Arctan (

Mots clés : Dérivation sous le signe somme

Exercice 145 (kx %% %) - Méthode de Cavalieri

On considére )}, -, u, une série convergente a termes positifs. On pose

f: RY —R
t —Card{neN|u,>1}.

Montrer que

T +00
Do, = / f()dt.
n=0 0

Mots clés : Inversion série intégrale

Exercice 146 (% % % % ¥7)

X
Soit b > 0 et f, une fonction définie sur le segment [0, b]. On pose Vn € IN, Vx € [0, b], £, (x) = / fu(dt.
0

1. Etudier la convergence de Yt S
2. Montrer que la somme S(x) = an] f,(x) est solution d’un probléme de Cauchy.
3. Calculer la somme lorsque b = 1 et f, est le prolongement par continuité de x — x In(x)e*.

Mots clés : Dérivation sous le signe somme, équation différentielle

Exercice 147 (% %% % %)

On pose
fi: J]-1,400o] — R
+00
n X
x — Y (=1 ln<l+n>.

n=1
1. Montrer que f est bien définie et qu’elle est de classe C!.

I x
2. Montrer que Vx € ]—1, +oo[, f/(x) = —/ d

dt.
o 1+1

-1
3. Trouver un équivalent simple de f en —1 et montrer que f(x) o ;(x).
X—=>1+0

Indication : Pour I’équivalent en +oco on pourra commencer par faire une intégration par partie de I’expression de f'(x) trouvée
dans la question précédente.

Mots clés : Dérivation sous le signe somme



Exercice 148 (% % % v ¥)

On pose
fi 10,+0[ — R
+o0 ) 1
x »—»Z(—l)”sm( 2).

n=1 nx

Montrer que f est bien définie et donner un équivalent simple de f lorsque x — +oo.
+o0 (_ 1 )n+1
On donne Y,
n=1
Mots clés : Dérivation sous le signe somme

=In(2).

Exercice 149 (% % % % %)

On pose
f: 10,+400f — R
+oo (—1)"
x .
noo 1 +nx

1. Montrer que f est bien définie et continue.

1
2. Montrer que Vx € ]0, +oo[, f(x) = / dt. Montrer que

o 1+

rw=1-22+ o (3):

3. En déduire les valeurs des sommes

+00 +00 (—l)n
1_224) 1etS2:z:4)3n+1
— n=»

Exercice 150 (3 ¥ v¢ v vr)

Soit Y50 a,x" et Y, b,x" deux séries entires de rayons de convergence respectifs Ry et R,.
1. Montrer que Y, (an + bn) x" a un rayon de convergence R > min (Rl , Rz) avec égalité si Ry # R,.
2. Montrer que - a,b,x" aun rayon de convergence R > R R,.

Mots clés : Série entiére

Exercice 151 (5 % v¢ ¢ vr)

+o0o _p

s o z
Montrer & I'aide de la définition e = 3 = que e17%2 = e%1e®.
n=0 1:

Mots clés : Série entiére

Exercice 152 (% % % vr¥7)

Montrer que
+o0

_1\n+1
Z( o =2In(2) - 1.
nn+1)

n=1

Mots clés : Théoréme d’Abel radial



Exercice 153 (% % % v ¥)

Montrer que
+o0

y__clr x_ Q)
4

Qn+1D2n+2)

n=0 2

Mots clés : Théoréme d’Abel radial

Exercice 154 (% % % v ¥7)

On pose
f: R —R

x>0 rF—exp (—l)
x<0 —0 *
1. Montrer que f est de classe C*.
2. Lafonction f est-elle développable en série entiere en 0 ?

Mots clés : Série entiére

Exercice 155 (5 % % vrvr)

Soitn > letl, = [["e"dt.

1. Apres avoir justifié que I, existe pour tout # > 1 montrer que lim 7, = 0.
h—0o

2. Alaide du changement de variable u = " donner un équivalent de I, en +oo (on ne cherchera pas a calculer f1+°° %d u).

A "
3. Déterminer le rayon de convergence de ), -, I,,z".

Mots clés : Série entiere, intégrale impropre

Exercice 156 (% % % v ¥)

On considere la suite déﬁnieE] par uy = O et pour tout n > 1,u,,; = 2u, + 2". On souhaite déterminer 1’expression de u, en

+00
fonction de n pour tout #. On pose f(x) = Y, u,x".
n=0

1. Montrer que pour tout n > 0,u, < 3". En déduire que f est bien définie sur un intervalle non trivial ] — R; R[.

2. AT’aide de la relation de récurrence montrer que

_ X
V—R<x<Rﬂw—atE¥.

3. En déduire ’expression de u,, en fonction de n pour tout n > 0.

Mots clés : Série entiére, combinatoire

3. Il s’agit d’une suite qui intervient dans des problémes de répartition des carrés dans les corps finis.



Exercice 157 (% % % v ¥)

Soit S(x) = Y}, 4,X" une série enti¢re de rayon de convergence 1.

+o0
1. Déterminer une série entiere S(x) = Y. u,x" de rayon de convergence 1 telle que lin}S(x) existe et telle que Y, u, ne converge
=0 x— -
pas. "
+oo
2. On suppose désormais que Vn € IN,u,, > 0 et que limlS(x) = ¢. On veut montrer que Y, u, =¢.
X n=0
(a) Montrer que x — S(x) est croissante sur [0, 1[.
N
(b) Montrer que VN € N, Y u, <.
n=0
+o0
(c) En déduire que ), u, converge et que Y u, < 2.
- n=0
+0o0
(d) Montrer que pour tout e >0, > u, > ¢ — €.
n=0

(e) Conclure.

Mots clés : Série entiere, inversion limite intégrale,exercice trivial avec Abel radial ou par convergence dominée

Exercice 158 (xx* %) Inspiré de CCINP 2023 (PSI)

On souhaite calculer W, = f()” sin?(¢) dt pour tout # € IN. On pose
f: R —R
x > [ cos(xsin(r)dt.

. Justifier que f est bien définie.
. Montrer que f est de classe C2 et calculer f” et f”.

. On pose h(x,t) = cos(?) sin(x sin(?)). Justifier que pour tout x la fonction A(x, -) est dérivable et calculer %(x, 1).

AW N o~

. En déduire que f est solution de 1’équation différentielle
xy"+y +xy=0. (E)

5. On suppose qu’il existe une solution de @ développable en série entiere sur un voisinage de O qu’on écrit Zfﬁ:o a,x". Montrer
qualorsa; =0etque Vi > 2,a, = %

6. Montrer que f est développable en série entiere sur un voisinage de O et exprimer ses coefficients en fonction de W,,.

7. En déduire que f est I'unique solution de[E] vérifiant f(0) = .

8. En déduire I’expression de W, pour n € IN.

Mots clés :Intégrales a paramétres, équation différentielle, série entiére

Exercice 159 (5 %% %)
On pose &, le groupe des permutations de # éléments. Une involution de ¢ € &, est une permutation telle que 6> = coo = id.
On pose u,, le nombre d’involutions de &,,. On souhaite calculer u,, pour tout n. On pose uy = 1.
1. Calculer uy et u,.

2. Montrer que pour tout n > 1,u,,| = u, + nu,_;.



+o0

3. On considere la série entiere f(x) = ), %x".
n=0 "

(a) Montrer que le rayon de convergence R de f vérifie R > 1.
(b) Montrer que

Vx €] = R; R[, f'(x) = (1 + x) f(x).
(c) En déduire une expression de f a1’aide de fonctions usuelles.

(d) Montrer que pour tout n € N,
L%J
= kl(n - 2k)'2k
ou |-] désigne la partie entiére.

Mots clés : Série entiére, combinatoire

Exercice 160 (k***%) - Nombres de Bell

On définit B,,, appelé nombre de Bell, 1e nombre de partitions d’un ensemble a n éléments. Par convention, on pose By = 1.
1. Calculer By, B, et Bs.

2. Montrer la formule d’Aitken :

+o0 n
3. Onpose B(x) = ), an—
n=0 n!

(a) Montrer que B est bien définie sur |—1, 1].
(b) Montrer que Vx € ]-1,1[, B(x) = ¢ 1.
(K + k)" < K"

(c) Montrer que pour K > n,Vk € N, Kol S m

=

n n
(d) Soitn € Net K > 2 tel que % < 1. Montrer la formule de Dobinski : B, = {1 D %| + 1 ou || désigne la fonction
. € =0 K-

partie entiere.

Mots clés : Série entiére, combinatoire

Exercice 161 (kxx*%* %) - Partitions d’entiers a sommants bornés

Soitn € IN et m € IN*. Une écriture n = s, + -+ + 5, avec 5; € IN* s’appelle une partition de n et les entiers s; des sommants. On
définit p,, ,, le nombre de fagon de partitionner # en au plus m sommants. Par convention on prendra p ,, = 1. On pose

+o0
S(x) = an’mx”
n=0

1. Montrer que le rayon de convergence de .S est 1.

2. Montrer que p,, ,, = #{(a},...,a,) € N" | a; + 20, + -+ + ma,, =n}.
1

(I =x)(1=x2) - (1—xm)

4. On s’intéresse désormais au cas m = 3.

3. Montrer que Vx €] — 1, 1[, S(x) =




(a) Compléter les coefficients manquants a, b, ¢ et d dans la décomposition en éléments simples dans R(X) suivante

1 a 1 1 17 1 b cx+d

= + - + = + + .
1-x)(1-x2)(1-x3) (1-x 40-x? 721-x l+x Il+x+x

(b) En déduire que p, 5 est Uentier le plus proche de %(n + 3)? (on distinguera les quatre cas n pair ou non et n multiple de 3
ou non).
Mots clés : Série entiére, combinatoire

Exercice 162 (**** %) - Théoréme de Molien

Soit n > 2 un entier. Soit A = C[X},..., X,] et pour k € IN, A, le sous-espace de A constitué des polyndmes homogenes de
degré k. Soit G C GL,(C) un sous-groupe fini. On définit les morphismes de groupes
p: G — GL,(A) ot pP®: G — GL,(A))
g +— (P P (X1, . X)) g — (P P(g7'(Xy,.... X))
X
o g7 '(X,,...,X,) = g '| : | Enfin, on définit Af = {P€ A |VgEG, p(P)=P}eta, = dim(Af). On veut montrer le
X

n
théoreme de Molien : pour tout x suffisamment petit on a

+o0

1 1
apx” = — _
2 = g gggdet(ln — xg)

k=0
1. Onpose p= — 3 p®(g).
|G| geG
(a) Montrer que p est un projecteur sur Ag.
(b) En déduire la formule de Burnside :

g =— Y Tr (pP(g)).
IGI Jrer
2. Soit g € G de valeurs propres A, ..., 4,,.
(a) Justifier qu’il existe un intervalle ]—r, r[ que I’on précisera sur lequel

+o00
1 k k k
v z: Z AL A ) x5
det([,, - Xg) k=0 <k1+...+kn=k ! ! )

(b) Justifier que tout élément g € G est diagonalisable. En déduire que Tr(p®®(g=1) = ¥ Ak
Kyt =k
3. Conclure.

Mots clés : Série entiére, groupes

Exercice 163 (kx*x*%) - Permutations et tangente

Soit n > 1 un entier. On dit qu’une permutation ¢ € &, est alternée lorsque o(1) < 6(2) > 6(3) < ¢(4) > .... On note «, le
nombre de permutations alternées et, dans cet exercice, on s’intéresse a (T,) définie par Vp € N, T,, =0 et T,,,| = a;,,. On pose

2p+1

T T
0= ;g 2 p D



1. Justifier que le rayon de convergence R de T satisfait R > 1.
2. Montrer que si ¢ est une permutation alternée de &, alors o~ '(2p + 1) est pair. Calculer T; et T.

3. Montrer que Vp € IN,

p—1
2p
T2p+l = Z, < >T2q+1T2p—2q—l‘
=0 2q+1

En déduire la valeur de T5.

4. Montrer que T est solution sur ]— R, R[ de I’équation différentielle
Y=yl @

5. Résoudre I’équation (2)) et en déduire 1’expression de T sur ]-R, R][.

Mots clés : Série entiére, équations différentielles, combinatoire

7. Séries numériques

Exercice 164 (3 % v vrvr)
Pour quels a € C a-t-on la convergence de la série de terme général u,, = <1 + 5) - %e“ ?

Exercice 165 (5 % ¢ ¢ vr)

1

Etudier la convergence de la série ), -, (2

Exercice 166 (% % v v ¥7)

Etudier la série de terme général u, = oc\/z pour a > 0 (on discutera en fonction de la valeur de « si c’est nécessaire).

Exercice 167 (5 % v¢ ¢ vr)

Déterminer la nature de la série de terme général u,, = In (cos ( ! >> avec a > 0 (on discutera du résultat en fonction de la valeur

pr

de a si c’est nécessaire).

Exercice 168 (3 % v vrvr)

On pose ug > O etu,,; = /1 +u, — 1. Aprés avoir justifié que limu, = 0 étudier la convergence de la série ) u,,.



Exercice 169 (% % % v ¥)

On considere 6 : IN* — IN* une injection. Montrer que la série ), | % diverge.

Exercice 170 (3 % % vrvr)

On considére la suite (u,,) définie par récurrence par O < uy < letu, . =u, - (1 —u,).

1. Montrer que (u,,) tend vers 0.
1 1

2. Donner un équivalent simple de
Upt1 Uy

3. Lasérie Y. u, converge-t-elle ?

Exercice 171 (3 % % % ¥7)

1. On considére une suite (u,) a valeurs complexes. Montrer que la suite (u,) converge si, et seulement si la série Y, u,,; — u,
converge.

2. On considere la suite u,, définie par u; = \/I uy = \/ 1+ \/E et pour tout n > l,u, = \/1 +4/2+ -+ \/; La suite (u,,)

converge-t-elle ?

Exercice 172 (5 % % % %)

Soient P, Q € C[X] deux polyndmes sans racine entiére. Déterminer la nature de la série

P(n)
Z In
5 100

Exercice 173 (% %% % ¥7)

Justifier I’existence puis calculer

+o0 1 5
(On donne Y. 7= %).
k=1

Mots clés : Intégrales impropres

Exercice 174 (% %% % %)

On pose ug > 0etVn > 0,u,, 1 =1n (l + un). Etudier la convergence de la série de terme général (u,).



8. Intégrales impropres et intégrales a paramétre

Exercice 175 (3 ¢ v ¥rvr)

+o0
Etudier la convergence de I’intégrale / sin <tl2> dt.
0

Exercice 176 (3 ¥ v¢ v vr)

1
Etudier la convergence de I’intégrale
0 cos(1%)—1

Exercice 177 (% Yryrr¥c)

1
Etudier la convergence de I’intégrale / dt

1
o I+

Exercice 178 (3 % v v vr)

Int
1+12

+oo
Etudier la convergence de I’intégrale / dt puis la calculer.
0

Exercice 179 (3 % % vrvr)

+oo
Etudier la convergence de I’intégrale /2 In <cos %) dt.

Exercice 180 (3 % % vrvr)

+o0
Etudier la convergence de I’intégrale / sin(r2)dt.
0

Exercice 181 (3 % % vrvr)

Justifier I’existence de I’intégrale

dt en fonction du parametre a > 0.

+oo t
0 e’—l

+o0
2
puis la calculer (on admettra que . % = %).
k=1
Mots clés :Inversion série intégrale



Exercice 182 (% % % % ¥)

+o0
Justifier I’existence de / ﬁd t puis la calculer.
0

Mots clés :Inversion série intégrale

Exercice 183 (% % % v ¥7)
On considere
f: ]O; % [ — R
t +— In(sint).
1. Justifier que f est bien définie et qu’elle est intégrable.
2. Onpose I = foi In(sint)dtet J = foi In(cos t)dt.

(a) Montrer que I = J.
(b) Calculer I (on pourra considérer I + J).

Exercice 184 (3 % % %)

On pose

+o00 ent
= —S
o (I+e)™!

1. Montrer que I, est bien définie pour tout n € IN.

2. Montrer que pour tout n > 1 on a
1 n—1
In = n2“ + n In—l‘

On pose J,, = nl,. Déterminer une relation de récurrence entre J, et J,_;.

Calculer J;. En déduire la valeur de J,, en fonction de n pour tout n > 1.

En déduire que pour tout n € IN*, I, = % (l - —) .

S »nok W

Montrer que I = In(2).

Exercice 185 (% %% % %)

Soit f : R* — R une fonction de classe C!, bornée telle que f(0) = 0. On pose

u, = dt.

+00 ntf(ﬁ)
b Teer

Montrer que u,, est bien définie pour tout n puis calculer lim u,,.
n—+oo

Exercice 186 (% % vrvr¥r)

+o00
Soit f € CO%(R*, R) bornée. Déterminer lim L2")2dx.
n—+oo v 0 1+nx

Mots clés :Intégrales a paramétres



Exercice 187 (kx* %) Inspiré de CCINP 2023 (PSI)

On souhaite calculer W, = ]Oﬂ sin?"(7) dt pour tout n € IN. On pose

f: R —R
X — f()” cos(x sin(?)) dt .
Justifier que f est bien définie.
Montrer que f est de classe C? et calculer f/ et f”.

On pose h(x,t) = cos(?) sin(x sin(?)). Justifier que pour tout x la fonction A(x, -) est dérivable et calculer ’;—}tl(x, 1).

R

En déduire que f est solution de 1’équation différentielle
xy'"+y +xy=0. (B)

5. On suppose qu’il existe une solution de @ développable en série entiere sur un voisinage de 0 qu’on écrit Z:io a,x". Montrer

qualors a; =0etqueVn > 2,a, = _1"2’2

6. Montrer que f est développable en série enticre sur un voisinage de O et exprimer ses coefficients en fonction de W,,.
7. En déduire que f est I’unique solution de[E] vérifiant f(0) = 7.
8. En déduire I’expression de W), pour n € IN.

Mots clés :Intégrales a paramétres, équation différentielle, série entiére

Exercice 188 (% % % % ¥7)

On souhaite calculer la valeur de I’intégrale

+00
I=/ Arctan(t)dt
—wo t(1412)

Pour cela on pose la fonction
g: R*
Arctan(xt)
xro= / “(1+2) ) 4
1. Vérifier que g est bien définie et montrer qu’elle est de classe C'.

+ ool(x)= % . L
2. Montrer que Vx € R™, g'(x) = 2 o
3. En déduire la valeur de I.

Mots clés :Intégrales a paramétres

Exercice 189 (3 % % vrvr)

Soit e
fx) = / 1= cos(xt) e dt
0

2
1. Donner I’ensemble de définition de f et montrer qu’elle est paire.
2. Montrer que f est de classe C2. Calculer f”’ et en déduire I’expression de f(x) pour tout x dans son ensemble de définition.

Mots clés :Intégrales a paramétres



Exercice 190 (% % % % ¥7)
+0o0 _
f(at) — f(br) dt

+00
t
Soit f : R* — R continue telle que %)d t converge et soient a, b > 0. Pour x > 0 on définit F(x) = -
1 X
bx
t
et G(x) = &dt.
ax 1
1. Montrer que F = G.
P g(0)
2. Montrer que pour tout fonction g : R* — R continue et nulle en 0 on a 1iII(1) =—dt =0.
X—> ax
3. En déduire que
+o0
1) — f(bt
Ja) = 7®n ,, _ rom(%).
0 t b
Mots clés : Intégrales a paramétre
Exercice 191 (5 % % %)
On souhaite calculer I’intégrale
1
In(z+ 1
I= / D g,
o 12+1
1
In(xt + 1
On pose I(x) = / Mdi.
o 2+1
1. Montrer que x — I(x) est bien définie sur R* et montrer qu’elle est de classe C!.
2. Calculer I(x) pour tout x € R*. En déduire la valeur de I’intégrale 1.
Mots clés : Intégrales a paramétre
Exercice 192 (5 % % %)
Etudier la fonction définie par
1
fix— / 1% dt
0
(domaine de définition, continuité, variations, allure du graphe).
Mots clés :Intégrales a paramétres
Exercice 193 (3 % % %)
On considere le sous-espace Vectorielﬁ] E = Vect (sin(x), cos(x), sin(2x), cos(2x), ... , sin(nx), cos(nx)) de I’espace des fonctions

continues 2z-périodiques.
1. Calculer la dimension de E.

T
Indication : on pourra montrer que la famille est orthogonale pour le produit scalaire (f,g) = / f(Hg(t)dt.
-7

2. On pose
. E —E

f — <x > eX f(t)e"dt) .

4. Pour ne pas alourdir les notations on s’est permis d’omettre les x — dans la définition des fonctions.

+0o0

X




(a) Montrer que @ est bien définie et qu’il s’agit d’un endomorphisme.
(b) Etudier la diagonalisabilité de ®.

Mots clés :Intégrales impropres, espaces préhilbertien, réduction

Exercice 194 (3 % % %)

On considére pour tout n € IN,

7[/2 . 2 lt 7[/2 . 2 lt +0c0 .
I = / sin@n+ D,y / w"” I= / sinu
0 0 0

sin(t) u

1. Montrer que ces trois intégrales existent.

2. Calculer I, pour tout n € IN.

3. Montrer que nETan -1,=0.

4. Montrer que nli)rlloan = I. En déduire la valeur de I.

Mots clés :Intégrales a paramétres

Exercice 195 (k%% %) -Inspiré d’un oral Magistére Rennes

Znn / —dt.

Montrer que

Exercice 196 (3 % % % %)

On souhaite calculer I’intégrale
+o0
/ cos(t) 1
o 14122
f: R*

/ too sm(xt)
X —>
112 +

On pose

1. Montrer que f est bien définie et est de classe C2.

2. Montrer que f est solution d’une équation différentielle d’ordre 2 et en déduire 1’expression de I’intégrale cherchée.
+00 o3
sin(¢ 1
(On admettra que / ( )dt =)
0 t 2
Mots clés :Intégrales a paramétres

Exercice 197 (% %% % %)

On veut déterminer toutes les fonctions continues f : IR — IR satisfaisant la relation

VxEIR,f(x)=1+/x(t+x)f(x—t)dt.
0

Supposons qu’une telle solution f existe.



X
1. On pose F(x) = / f(u) du. Montrer que f est de classe C! et que F est solution du probléme de Cauchy suivant
0

y0)=0
(8): 9 YO =1
y'—xy -2y =0.

2. Déterminer la solution de ce systeme (on pourra la chercher sous la forme d’une série enticre).
3. Conclure.

Mots clés :Intégrales a paramétres, équations différentielles, séries entiéres
Exercice 198 (5 %% % %)

+o00
On veut calculer I = / In(H)e~"dt.
0
1. Montrer que I est bien définie (que 1’intégrale existe).

n n
2. On pose v, = / In(?) (1 — i) dt. Montrer que v, — 1.
0 n—0o0

1
3. On pose u, =/ In(x) (1 — x)" dx.
0

n+1 1

(a) Montrer que u, | = 2l T 22"

(b) En déduire que u, = n_+—11 . (1 +%+ T ﬁ)

4. Montrer que I = —y ou y désigne la constante d’Euler, i.e.
n—>+0o

n
. 1
= lim — —In(n).
v ;k (n)

Mots clés :Intégrales impropre, inversion limite intégrale

9. Probabilités

Exercice 199 (% Yryrvrv)

On considére n variables aléatoires B, ..., B, indépendantes et suivant des lois de Bernoulli de méme parametre p. On pose
X = B; + -+ + B,,. Donner la loi de X et calculer son espérance et sa variance.

Exercice 200 (3 v v v vr)

Soient X ~ B(n,p)etY ~ B(m, p) des variables aléatoires indépendantes suivant des lois binomiales. Déterminer la loide X +7Y.



Exercice 201 (k%7 ) - Approximation d’une loi de Poisson par des binomiales

On considere une suite de variables aléatoires (X)) telle que X, suit une loi binomiale de paramétre B(n, p,) avec np, - A € R
et Y qui suit une loi de Poisson de parametre A. Montrer que pour tout k € IN, P(X,, = k) — P(Y = k).

Exercice 202 (% Yryrr¥)

On considere deux variables aléatoires X et Y indépendantes et suivant des lois de Bernoulli de parameétres respectifs 0 < p,g < 1.
On pose Z = max (X,Y) et Z' = min (X, Y). Donner les lois de Z et Z’ puis dire si elles sont indépendantes.
Mots clés :

Exercice 203 (k% %) - Loi binomiale négative
On considere une succession d’épreuves de Bernoulli indépendantes de méme parametre 0 < p < 1 et n € IN* un entier. On pose
X la variable aléatoire correspondant au rang a partir duquel on obtient n succes.

1. Déterminer la loi de X et I’expression de Gy, sa série génératrice. On note X ~ Bin™ (n, p).
1

Indication : on pourra commencer par rappeler le développement en série entiére de ﬁ
-x

2. Déterminer I’espérance de X si elle existe.

3. On consideére Y ~ Bin™ (m, p) indépendante de X. Déterminer la loi de X + Y. Expliquer comment obtenir une loi binomiale
négative a partir lois géométriques.

Mots clés :

Exercice 204 (% % vr v ¥7)
Soit p un nombre premier. On munit M ,(Z/pZ) de la probabilité uniforme. Montrer que

—n(n+1)

P (GL, (Z/pD) =p 7 (0" = 1) (¢ = 1) - (p = D).

Mots clés : Corps Z./ pZ.

Exercice 205 (5 % v v vr)

On considere pour tout entier n > 2 des variables indépendantes B, ~ B <ﬁ > de loi de Bernoulli de parametre ﬁ On considere
X la variable aléatoire représentant le rang de la premiere réussite.
La variable X a-t-elle une espérance ? Si oui la calculer.

Mots clés : Espérance de variable aléatoire dans un ensemble infini

Exercice 206 (¥ Yryrvr¥c)

On considére un corps K ayant un nombre fini d’éléments ¢ et X une variable de loi uniforme sur K \ {0}. On note Sy =
{x2 eEK|xeK\ {O}} I’ensemble des carrés non nuls.

Montrer que X2 suit une loi uniforme sur Sy . En déduire que si 2 = 1 4 1 x est non nul dans K on a #Sy = %1 etquesi2 =0g
alors S = K \ {0}.

Mots clés : Corps



Exercice 207 (% % vr v ¥)

Soit n > 1 un entier, E un ensemble a 2n éléments et A et B une partition de E en deux ensembles de m < n et 2n — m éléments
respectivement. On consideére Z une variable aléatoire de loi uniforme sur Q = {F € P(E) | #F = n}. A I'aide de la variable

X = #A N Z déterminer la valeur des sommes
m n 2
22 6)-
k=0 k=0

Mots clés : Dénombrement

Exercice 208 (3 % % vrvr)

Soit n > 1 un entier, E un ensemble a 2n éléments et A et B une partition de E en deux ensembles de »n éléments. On considere
Z une variable aléatoire de loi uniforme sur Q = {F € P(E) | #F = n} . Déterminer laloile X = max {#AN Z,#BN Z}.
Mots clés : Dénombrement

Exercice 209 (¥ Yryrvr¥c)

On appelle tribu des boréliens notée 3(IR) la tribu de R engendrée par les intervalles ouverts. Montrer que B(IR) est aussi engendrée
par les intervalles fermés.
Mots clés : Tribus

Exercice 210 (3 % % vrvr)

On a n feuilles originales et n photocopies que 1’on souhaite agrafer a leur originale. Malheureusement, on a tout mélangé et,
puisqu’on a un travail terriblement ennuyeux, on décide de mettre le tout dans une boite et a chaque étape on tire deux feuilles au
hasard dans la boite. Si ces deux feuilles sont une originale et sa copie on les agrafe et on continue. Sinon on replace les deux feuilles
dans la boite et on recommence. On note 7, le nombre d’étape nécessaires pour vider la boite. Lorsqu’on remet des feuilles dans la
boite on suppose le prochain tirage indépendant du précédent. On pose

— A, '« les deux premiéres feuilles piochées ne sont pas agrafées ».
— a,=P(4).
1. Calculer g,
2. On souhaite traiter le cas n = 2.
(a) Comment appelle-t-onlaloide 7, — 17
(b) Montrer que pour tout k > 2onaP(T, = k) = (1 — az)a’2‘_2.
3. Casn=3.
(a) Calculer P(T5 = 2) et P(T5 = 3).
(b) Montrer que pour tout kK > 2 on a

P(T; = k+1) = (1 — a3)P(T, = k) + a3 P(T3 = k).

(c) En déduire que pour tout
(1 —ay)(1 —aj) (
a3 — a4

k>2,1P(T; = k) = 2-ak?).

k—
a4 43
4. Cas général.
(a) Montrer que T, = ¢, + T,,_; ou ¢, suit une loi géométrique de parametre 1 — a,,.
(b) Calculer IE[T,,] (ne pas faire cette question si I’espérance d’une variable de loi géométrique n’a pas encore été vue en cours).

Mots clés : Loi géométrique



Exercice 211 (% % % % ¥7)

Soit N € IN* un entier et p €]0; 1[\ { % } Une particule se déplace sur un axe [0, N] en partant d’un entier n € {0, ..., N}. A

chaque instant elle saute d’une unité a droite avec probabilité p ou a gauche avec probabilité g = 1 — p. Lorsque la particule atteint 0 ou
N elle y reste a jamais. On pose g, (resp. p,,) la probabilité que la particule atteigne O (resp. N) en partant de #. Tous les déplacements
sont supposés indépendants des précédents.

1. Donner ¢ et gp puis montrer que pourtout ] <n < N —1lona
dn = D9p+1 +44,-1-

2. En déduire I’expression de g, en fonction de n.
3. Que vaut p, + g, ?
4. Quelle est la probabilité pour que la particule ne s’arréte jamais lorsqu’elle part de n ?

5. On suppose que p > % et N pair montrer qu’alors g , — 0lorsque N devient grand.

Exercice 212 (% % % v ¥7)

1. Soita > Oet @ : RT — R croissante. Montrer que pour une variable aléatoire positive Z on a

Elp(2)]

P(Z
(Z>a)< (@

2. Soit Y}, u, une série convergente telle que Vn > 0,u, > Oet 3’ -, n’u, converge aussi. Montrer que

+oo

M

1
u,=0 (—)
n=N N?

Mots clés : Inégalité de Markov

Exercice 213 (% % % vr ¥7)

Soit n € IN*. On considére X, une variable de loi géométrique de paramétre p, avec 1 — p, = % On pose Y,, = max(X,, n).
1. Déterminer la fonction génératrice Gy (1) de Y.
2. Donner un équivalent simple lorsque n — +oo de IE [Y n] .

Mots clés : Série génératrice

Exercice 214 (kkx % %) Dés truqués I

Une menuisiere souhaite tailler deux dés a 6 faces numérotés de 1 a 6. Elle aimerait piper les dés de telle sorte que le résultat de
la somme suive une loi uniforme sur {2, ...,12} (on ne demande pas que les dés soient pipés de la méme fagon). Dans cet exercice
on veut déterminer si le projet de 1a menuisiére est réalisable et, si c’est le cas, quelles sont les lois possibles pour chacun des dés. On
notera X et Y les variables aléatoires représentant le résultat de chacun des dés.

1. Montrer qu’un polyndme de degré impair admet toujours une racine réelle.

2. Montrer qu’il existe un polyndome Py € Rs[X] (resp. Py € Rs[X]) tels que le série génératrice de X (resp. de Y') vérifie

G x (1) = 1Py (1) (resp. Gy (1) = 1Py (2)).



3. On considere une variable aléatoire U qui suit une loi uniforme sur I’ensemble {2, ..., 12}. Montrer que la série génératrice de
U vérifie s
vt -1
Gyt)=—- .
vO=1 T

4. Montrer que Vt € R, 1 4+t 41> + - + t'0 > 0 (on pourra décrire les racines complexes du polynéme).
5. En déduire que le projet de la menuisiere est irréalisable.
6. On suppose désormais que X représente un dé a 7 faces numéroté de 1 a 7 et que le dé Y est un dés standard a 6 faces non truqué.

(a) Montrer qu’il est possible de truquer X de telle sorte que X + Y suive une loi uniforme. Donner alors la loi de X.
(b) Quelle forme aurait un tel « dé »?

Mots clés : Séries génératrices

Exercice 215 (** %% %) Dés truqués I1

Une menuisiére souhaite réaliser deux dés équilibrés a 6 faces numérotés par des réels. Elle aimerait que le résultat de la somme
de ces dés renumérotés suive la méme loi que le résultat de la somme de deux dés équilibrés classiques. Dans cet exercice on veut
déterminer si le projet de la menuisicre est réalisable et, si c’est le cas, toutes les solutions possibles. On notera X et Y les variables
aléatoires représentant le résultat de chacun des déset ) < .- < . et f; < -+ < fiy avec 1 < s,r < 6 les valeurs distinctes prises
respectivement par X et Y.

1. Montrer qu'ilexistey € Retl =n; < --- <n.etl =m; < -+ < my des entiers tels que
Vi, =n;+yetVj,p=m;—y.

En déduire qu’on peut se ramener au cas ou les «; et les f#; sont des entiers positifs.
i J

2. Montrer que les séries génératrices Gy et Gy de X etde Y vérifient

2 6 _1\2
GX(I)GY(1)=t—'<t 1)

36 t—1

3. En déduire toutes les possibilités pour numéroter chacun des dés.
4. Y a-t-il d’autres possibilités si on n’impose plus que X et Y soient équilibrés ?

Mots clés : Série génératrice

Exercice 216 (3 % % vrvr)

On considére N une variable aléatoire a valeurs dans IN*, (X ), e+ des variables aléatoires indépendantes identiquement dis-
n

tribuée, indépendantes entre elles, indépendante de N et a valeurs dans IN. On pose S, = ). X, et on notera G () la fonction
k=1
génératrice commune des variables X;.

Théoreme de la composition : On veut montrer qu’avec les notation ci-dessus les fonctions génératrices G, Gy et Gy vérifient
Gs, (1) = Gn(Gx(®)).
1. Soit A un éveénement d’un univers Q. Montrer que I’indicatrice de A définie par

{ 1 siwmeA
w —> .
0 sinon

suit une loi de Bernoulli de parametre IP(A).



2. Justifier que 5% = 3 1 1501y
3. Conclure.

Applications : On vous propose un jeu. Vous disposez de deux pieces déséquilibrées de probabilités respectives de faire pile 0 <
q < p < 1. Le jeu se déroule ainsi :

 Choisissez une piece et lancez-la jusqu’a tomber sur face. Notez alors le rang de 1’obtention de la premiere face que vous
appelez N.

» Vous effectuez ensuite N lancers avec I’autre piece.
» Votre score final est le nombre de piles obtenus avec la seconde piece.

Vous avez le choix de la piece. Expliquez, en fonction de p et ¢ comment choisir la premiere piéce pour maximiser votre score.

Mots clés : Séries génératrices

Exercice 217 (3 % % % ¥7)

On considere m + 1 personnes, numérotées de 0 a m, assises coOte a cote. A Pinstant 0 la personne numéro 0 commence a propager
une rumeur. A chaque instant chaque personne au courant de la rumeur a une probabilité 0 < p < 1 d’en informer son voisin. On note
T le temps nécessaire pour que les m personnes soient au courant de la rumeur. Calculer I’espérance de T'.

On pourra introduire les variables

t; = Temps nécessaire pour que i personnes soient au courant sachant que i — 1 personnes sont au courant.

On suppose ensuite que chaque personne au courant de la rumeur a une probabilité O < g < 1 d’oublier la rumeur. Que vaut alors
I’espérance de T ?
Mots clés : Espérance de variable aléatoire dans un ensemble infini

Exercice 218 (5 % % % v¢)

On considere un sac contenant N cordes. On choisit successivement deux extrémités libres que 1’on noue entre elles jusqu’a ce
qu’elles soient toutes nouées. Donner 1’espérance du nombre de boucles et un équivalent de cette espérance lorsque N — +o0.
Mots clés : Dénombrement

Exercice 219 (% % % % ¥7)

Soit n > 2 un entier. On pose Q = Z/nZ que ’on considére comme un espace probabilisé avec la probabilité uniforme. Pour tout
d € Z,D; =d(Z/nZ), 1 ensemble des classes des multiples de d modulo .

1. Calculer P(D,) pour toutd € Z.

2. Montrer que si dy, ..., d, sont premiers entre eux deux a deux alors Ddl s Dd, sont mutuellement indépendants.

3. On pose n = p‘f‘ .- p»" 1a décomposition en facteurs premiers de #. Montrer que

P(n) T 1
F-1(-3)

i=1 !

ol @(n) désigne I’indicatrice d’Euler de n.
Mots clés : Anneaux Z./nZ



Exercice 220 (kx %% %) - Inspiré de X-ENS Sujet A 2024

On pose n > 2 et ©,, le groupe des permutations de {1,...,n}. Pour 6 € &, on pose £(o) sa signature et v(c) son nombre de
points fixes. Enfin, on appelle dérangement une permutation sans point fixe, on note D,, I’ensemble des dérangements de &, et on
k
admet que #D, =n! Y| _, (_kl') . On pose
01 - 11
1 0 - 11
M=-1: i - i il
11 - 01
11 - 10

1. Déterminer le polyndme caractéristique de M. Il est possible de le déterminer sans aucun calcul de déterminant. Observez bien
la matrice avant de vous lancer dans des calculs laborieux.
2. En déduire que
Y e@X"@ =X - 1) (X +n-1).

0EQ,
3. Onpose K; = {o- €D, |elo)= 1} et K_; = {o- €D, |elo)= —1}. Montrer que
#K; =#K_; + (-1)"(n - 1).

4. On considere (Q}n, P(Q)n)) muni de la probabilité uniforme et Y, définie sur cet espace probabilisé par Y, (o) = £(c). Montrer
que
~ ¢
n—+o0 2(n — 1)1’

'IP(Yn =1)- %

Mots clés : Réduction, probabilités

Exercice 221 (k%% %) -Inspiré d’un oral ENS

Soitn > 2 unentieret X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi uniforme sur Z/n’Z. Déterminer P(XY = 0).

Mots clés : théoréme des restes, probabilité

Exercice 222 (** %% %) - Nombre moyen de cycles

On considére n > 1 un entier et (@n, P©,), ]P) avec [P la loi de probabilité uniforme sur &,. On pose X : &, — IN* la variable
aléatoire qui a une permutation ¢ donne son nombre de cycle dans sa décomposition en cycles a supports disjoints. On considérera

que les points fixes sont des cycles de longueur 1. Par exemple X (id) = n. On souhaite calculer I’espérance et la variance de X . Pour
+o0

cela on pose a, ; le nombre de permutations admettant k cycles dans sa décomposition et A,(t) = Y, a,,,ktk . On pose apy = 1 et,
k=1
pour k > 1,4y, =0.

1. Montrer que, pour 1 <k <n,ona
Qi = Ay 1 + (0= Day_ .
Indication : on pourra séparer les cas des permutations ayant k cycles qui fixent n et les autres.
2. Montrerque Vi € R, A, () = (t+n—-1D)(t+n—=2) - (t 4+ 1)t.
3. En déduire E[ X] et V(X) et donner un équivalent simple de ces quantités lorsque n — +o0.

Mots clés : Dénombrement, permutations



10. Calcul différentiel et équations différentielles

Exercice 223 (3 ¥r ¢ ¥rvr)

Soit f définie sur R? par f(x, y) = xy + 1. Déterminer les extrema de f sous la contrainte x> + y*> = 1.
Mots clés : optimisation sous contrainte

Exercice 224 (% Yryrr¥c)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f : E — E une application différentiable. On considére u € L(E) un endomor-
phisme. Montrer qu’on a pour tout a de E on a d(uo f)(a) = uod f(a).

Exercice 225 (5 ¥r v ¥rvr)

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f : E — E une application différentiable. On considere u € L(E) un endomor-
phisme. Montrer qu’on a pour tout a de E on a d(fou)(a) = (d f (u(a))ou

Exercice 226 (% Y7 vy vr)

Calculer les dérivées partielles de

f: R? — ]R
(r.y) #(0,0) s SV
x2 +y?

0.0) —> 0

12 ot elles existent et déterminer les points de IR? ot elle est de classe C!.

Exercice 227 (3 % v ¥ vr)

Résoudre le systeme différentiel suivant

X =y+z
Yy =x+z
Z =x+y

Mots clés : Réduction de matrices

Exercice 228 (% % vr v ¥7)

On considere E un R-espace vectoriel de dimension finie et

®: L(E) — L(E)
f o—f?

Calculer la différentielle de @ en un point f € L(E) et étudier la continuité de sa différentielle.



Exercice 229 (% % vr v ¥v)
On pose A = {(0,y) € R?} . Calculer les dérivées partielles de

f: R?2 — R
©0,y) —0
(x,y) € A n—>xArctan<X>.
X

13 ot elles existent et déterminer les points de R? ou elle est de classe C!.

Exercice 230 (5 % % vrvr)

Déterminer, s’ils existent, le minimum et le maximum de la fonction
f: R? — R

x,)) — (x—ye >,

Exercice 231 (% % % vr¥)

Soit f: E — F une application différentiable entre deux RR-espaces vectoriels de dimension finie telle que VA € R,Vx €
E, f (Ax) = Af(x). Montrer que f est linéaire.
Exercice 232 (3 % % vrvr)
Soit E = R,[X]. Etudier la différentiabilité de
f: E —R
p +— /01 sin(p(z)) dt .

Est-elle de classe C! ?

Exercice 233 (3 % ¢ v vr)

Déterminer I’espace tangent a O,(R) en I,,.
Mots clés : espace tangent

Exercice 234 (% % % v ¥7)

Déterminer I’espace tangent a SL,(R) = {M € M,(R) | det(M) = 1} enl,.
Mots clés : espace tangent

Exercice 235 (% % % v ¥)

On considere I’application

i R [XIxR,[X] — R, [X]

(P,Q) +— (X + P)(X7+ Q).
1. Montrer que f est de classe C! et calculer sa différentielle.
2. Montrer que d f (P, Q) est inversible si, et seulement si X? + P et X7 + Q sont premiers entre eux.
Mots clés :



Exercice 236 (k%% ) - Inspiré d’un oral Mines-Pont 2021
Soit E = {f € C!([0,1],R) | f(0)=0}.Pour f € E,onpose n(f) = ||flle + || /|| et N() = ||/ + ]| -

1. Justifier que n et N sont des normes sur E.
2. Montrer que n et N sont équivalentes.

Mots clés : Normes, équation différentielle linéaire d’ordre 1

Exercice 237 (% % % v ¥)

On considere la courbe C d’équation C : x* + y* = 1.
1. Déterminer les points de la courbe C les plus éloignés et les plus proches de 1’origine.
2. Déterminer le diametre sup {||X —Y|| | X,Y € C} de C.

Mots clés : optimisation sous contrainte

Exercice 238 (* % %) - Triangle d’aire maximale

On rappelle qu’un triangle de cotés de longueurs a, b et ¢ et de demi-périmetre p est d’aire

A=\pp—a)p—-b)p-oc)

(il s’agit de la formule de Héron). Déterminer 1’aire maximale d’un triangle de périmetre donné.
Mots clés : optimisation sous contrainte

Exercice 239 (5 % % % v¢)

Soit A € M, (R). On considere I’application de changement de base

f: GL,(R) — M,R)
P — P lAP.

1. Montrer que f est de classe C! et calculer sa différentielle.

2. On suppose que A est diagonalisable et on considére P € GL,(R) telle que D = P~' AP est une matrice diagonale et X =
f~1({D}) 1a ligne de niveau correspondante. Calculer dim(Tp X).

Mots clés : espace tangent, ligne de niveau

Exercice 240 (x* %) - Inspiré d’un oral Mines-Pont 2021
Soit E = {f € C*([0,1,R) | f(0) = f"(0) =0} . pour f € E,onpose N(f) = ||f +2f" + /||

1. Justifier que N est une norme sur E.

2. Résoudre I’équation " +2f’ + f = g en fonction de g d’inconnue f € E.
3. Montrer que qu’il existe a € Rt tel que Vf € E, || f]|, < aN(f).

4. Les normes ||-||, et N sont-elles équivalentes ?

Mots clés : Normes, équation différentielle linéaire d’ordre 1



Exercice 241 (k%% %) - Inspiré d’un oral Mines-Pont 2021

Soit A € M, (R). On munit R” du produit scalaire canonique. Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
o A est antisymétrique.
« Pour toute solution X du systeéme différentiel X’ = AX I’application ¢ — || X (¢)|| est constante.

Mots clés : Systéme différentiel, probléme de Cauchy, théoréme spectral

Exercice 242 (5 % % % %)

Soit E un espace euclidien. On considere ¢ et y des endomorphismes autoadjoints de E. On suppose que ¢ et y commutent entre
eux. On pose

f: E —R
x = (P(x), x) — (w(x), x).
1. Montrer que ¢ et y sont diagonalisables dans une méme base orthonormée.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que f admette un extremum local. Lorsqu’il y a un extremum est-il toujours
global ?

Mots clés :

Exercice 243 (% %% % %)

On considere I"application det : M, (R) — R. Pour une matrice A € M, (R) on note A sa comatrice.

1. Montrer que det est de classe C! et calculer ses dérivées partielles en A € M,,(R) en fonction de la comatrice de A. En déduire
que

ddet(A): H — Tr ((AMHH).
2. Montrer que det (exp H) = exp (Tr(H))

3. Retrouver le résultat de la question 1 pour A = I, la matrice identité.
On pourra justifier la différentiabilité de exp et utiliser la relation I + H = exp(H)({ + o (H)).

4. Retrouver le résultat de la question 1 dans le cas général.

Exercice 244 (% % % % %)

On consideére I’application f :
f+ MR — M,®R)
X —'XX

1. Justifier que f est différentiable.
2. Calculer le rang de d f(A) en fonction du rang de A.

Exercice 245 (% %% % %)

Quelle est I’aire maximale d’un triangle inscrit dans I’ellipse

Indication : on pourra dans un premier temps se ramener au cas d’un cercle de rayon 1 centré en l'origine avec un sommet du triangle
en (1,0).
Mots clés : optimisation sous contrainte



Exercice 246 (% % % % %)

Une prisonniere prépare une évasion spectaculaire. Pour réussir a
s’échapper de la prison de haute sécurité ou elle est captive elle
s’est procuré les codes de la porte de la cour. Lorsque ’occasion s’y
prétera elle devra traverser une cour carré de coté 6 en allant d’un /
sommet du carré a celui qui lui est opposé. La cour est traversée -
d’un court d’eau représenté par une bande de largeur 4, ol sa vitesse
v sera divisée par 2. Elle se déplacera en ligne droite dans chacun
des milieux : terre ferme ou eau. Enfin, lorsqu’au point de départ
elle débloquera la porte de sortie un drone partira du méme point
qu’elle, a 62% de sa vitesse v, et verrouillera la porte de sortie s’il
y parvient avant elle.

Sortie

Drone

1. Si la prisonniere se déplace en ligne droite en suivant la dia-
gonale de la cour arrivera-t-elle avant le drone ?

2. On représente part une grille [0, 6] X [0, 6] avec le départ
au point (0,0). La prisonniere va en ligne droite jusqu’au
point du court d’eau d’abscisse x puis sort du ruisseau au
point d’abscisse y avant de courir jusqu’a la sortie. Détermi-
ner f(x,y) son temps de parcours en fonction de x, y et v.

chance de s’évader ?
Indication : si par le plus grand des hasard vous arriviez a
un moment d une équation polynomiale de degré 4 on pourra
chercher une racine évidente pour des petites valeurs en- Départ
tieres.

Mots clés : optimisation sous contrainte

Nz

3. Décrire la trajectoire optimale. Notre prisonniére a-t-elle une /
|
|
|
|

X

Exercice 247 (kx*x*x%*) - Equations de Mathieu
On considere I’équation différentielle
YV'+qy=0 (E)
avec ¢ : R — R continue, z-périodique et paire.

1. Expliquer pourquoi I’espace S des solutions de [E] définies sur R est un espace vectoriel de dimension 2. On note dans la suite

o e canige e e (19 = (1) 1 (29 = ().

2. On pose
A § — S
y (x> y(x + ).

(a) Montrer que A définit un endomorphisme de .S puis montrer que sa matrice dans la base canonique est

A= a b _ (@) yp(m)
c d VACIINACY)
(on identifiera A a sa matrice dans la base canonique).
(b) Montrer que y; est paire, que y, est impaire et que det A = 1 (on pourra utiliser le wronskien pour le calcul de det(A)).

(c) Montrer que a = d (on pourra calculer A~! puis au choix utiliser le théoréme de Cayley-Hamilton ou utiliser 1’expression de
A~ aT’aide de la comatrice de A).



3. Onpose T =2alatracede Aet y, = X> — T X + 1 son polyndme caractéristique. Montrer que

« Si |T'| < 2 alors toutes les solutions sont bornées.
o Si |T'| = 2 alors il existe des solutions bornées non-nulles.
e Si |T'| > 2 alors toutes les solutions non nulles ne sont pas bornées.

Exercice 248 (k*x %% %) - Inspiré d’un oral Mines-Pont 2021

Soit f € C3([0,2x],R) telle que f + f” > 0. Déterminer le signe de f(x)dx.
0

Mots clés : équation différentielle linéaire d’ordre 2

Exercice 249 (k% %) - Inspiré d’un oral inter-ENS 2023

Soit £ € C!'(R, R) telle que f + f’ posséde une limite finie # en +co. Montrer que lirJP f)="=2.
X—>+00

Mots clés : équations différentielles, intégrales impropres

Exercice 250 (k*x** %) - Inspiré d’un oral inter-ENS 2023

k
Soit k € N* et f € CK(R, R) telle que Y, ) posséde une limite finie £ en +c0. Peut-on en déduire que f posséde une limite
Jj=0
finie en +o0 ? On discutera selon la valeur de k.
Mots clés : équations différentielles linéaires, intégrales impropres, variation de la constante d’ordre 2



Eléments de corrections

1. Réduction des endomorphismes - corrections

Exercice 1 (correction)

On remarque que 1 est une valeur propre évidente de A. La matrice A — I est de rang 1 donc ker(A — I') de dimension 1 par le
théoreme du rang. L’ autre valeur propre satisfait
Tr(A)=1+4=2

donc 1 est de multiplicité 2 > dimker(A — I') donc A n’est pas diagonalisable.

Exercice 2 (correction)

-2 0 -2 1
1. Lamatrice A— 1 =] 1 0 1 |estderang 1. De plus, en notant c;, c,, c3 ses colonnes on a ¢; = ¢z donc v; = | 0
0 1 -1
0
est un vecteur propre associée a la valeur propre 1 et ¢, = 0 donc v, = | 1| est aussi un vecteur propre ce qui fournit une
0

base de ker(A — I). Donc 1 est une valeur propre de multiplicité > dim(ker(A — I)) = 2. La derniere valeur propre A vérifie
14+ 14 4 =Tr(A) =2 donc 4 = 0. On remarque en effet qu’avec ¢, ¢,, c¢3 les colonnes de A —0I = Aonabien2¢; — ¢y = c3
2
donc v; = | —1 | est une base de ker(A). On en déduit que A a pour polyndme caractéristique y = X (X — 1)%.
-1
2. La famille (vy, v,, v3) est libre car concaténation de bases d’espaces propres (ils sont en somme directe). Donc A est diago-
nalisable. On en déduit que son polyndme minimal u est scindé & racines simples et, puisqu’il admet 1 et O comme racines
u = X(X —1). Si vous voulez vous en convaincre calculer A(A — I) ; si le monde est bien fait vous devriez trouver la matrice
nulle.

Exercice 3 (correction)

2 1 -3 1
1. Lamatrice A—1 =|—-1 0 1 |estderang 2. En effet, en notant ¢y, c,, c3 ses colonnes on a ¢; + ¢, + ¢3 = 0 donc v; =1
0 0 O 1
est un vecteur propre associée a la valeur propre 1. Donc 1 est une valeur propre de multiplicité > dim(ker(A — I)) = 1. De
1 1 =3
méme on voitque A—21 =|—1 —1 1 |quiestaussiderang 2 donc 2 est valeur propre. Ses colonnes vérifient ¢; = ¢, donc
0o 0 -1

59



1
vy = | —1]est une base de ker(A — 2I). La derniere valeur propre A vérifie 1 +2 + 4 = Tr(A) = 5 donc A = 2. Donc 2 est une
0
valeur propre de multiplicité 2. On en déduit que A a pour polyndme caractéristique y = (X — 1)(X — 2)2.
2. Puisque la multiplicité de la valeur propre 2 est différente de la dimension de I’espace propre associé ker(A — 27) la matrice A
n’est pas diagonalisable. En revanche, son polyndme caractéristique étant scindé elle est triangularisable. Son polyndme minimal
u divise y eta 1 et 2 pour racine. Si ¢’était (X — 1)(X —2) la matrice A serait diagonalisable car annulée par un polyndme scindé
aracines simples. Ce n’est pas le cas donc u = y.

Exercice 4 (correction)
1

X

On remarque que ®*(P) = ®(P(P)) = X" (
simples, est un polyndme annulateur de @. Donc @ est diagonalisable.

P(X )) = P. Par conséquent &> = idg x) donc X 2 _ 1, qui est scindé  racines

Exercice 5 (correction)
Soit v € E; alors f(g(v)) = g(f(v)) = g(Av) = Ag(v) donc g(v) € E;.

Exercice 6 (correction)

Puisque M est inversible, 0 n’est pas une valeur propre. Donc son polyndme minimal u n’est pas divisible par X donc son
coefficient constant a n’est pas nul. On en déduit que %M‘ly(M) =0donc M~! = P(M) avec P = —i(u —a).
On peut aussi faire un raisonnement similaire avec le polyndme caractéristique et le théoreme de Cayley-Hamilton

Exercice 7 (correction)
Exercice 8 (correction)

1. Soit A telle que A% + A = 0. La matrice est donc annulée par le polynome
P=XX?+1)=XX-DX +1).

Donc les valeurs propres d’une telle matrice appartiennent a {0, —i, i}. Une condition nécessaire pour que A soit diagonalisable
est que ses valeurs propres soient réelles. Donc il faut que O soit la seule valeur propre. Son polyndme minimal y est alors X"
pour un certain m > 1. Cependant, par définition, on doit avoir u|P, i.e. m < 1. Donc u = X et donc A = 0. Réciproquement,
A = 0 est bien diagonalisable. Donc, une matrice réelle telle que A> = —A est diagonalisable si, et seulement si, A = 0.

2. Ona A3 = —A et A # 0 donc d’apres la question précédente A non diagonalisable dans RR.

Exercice 9 (correction)

On propose deux méthodes pour cette question :
Méthode 1 : Soit A € M, (K)ete > 0. Le polyndme y, = det(A— X 1,) € K[X] est de degré n donc non constant. Il posséde donc

au plus » racines. L’ ensemble de ses racines étant fini il existe t < —— tel que y 4(®) # 0donc A —t1I, € GL,(K). On a bien

(171
[|A=(A=1L)|| =1]||L]] <e.

Méthode 2 : Soit A une matrice non inversible. Ceci est équivalent a dire que O est une valeur propre de A. On considére F un
supplémentaire de ker A dans IK". Dans une base B = (eq,...,e4,e441,...,€,) de R" obtenue comme concaténation de base



(eq,...,ey) de ker A et de F la matrice de I’endomorphisme induit par A est

0 *
*
T 0 - 0
0 B
avec B la matrice de A dans la base (e, |, ...,e,) de F qui est inversible car F est d’intersection nulle avec ker A. On pose la
suite de matrice inversibles
1 *
n
: *
7, =" p
0 B

En notant P € GL,,(IK) la matrice de passage de la base canonique 4 Bon a PT,P~' — PTP~! = A.

Exercice 10 (correction)

Tout réel A est une valeur propre. Chaque espace propre ker(f — Aid) est la droite vectorielle des suites géométriques de raison
A.

Exercice 11 (correction)

On remarque que —1 est une valeur propre évidente. Puisque M + I5 est de rang 1 la dimension de I’espace propre E_; associé a
—1 est 2 par le théoréme du rang. La somme des valeurs propres étant égale a la trace de la matrice, la derniére valeur propre A satisfait
—1+4+ -1+ 4 =0donc 4 = 2. L’espace propre E, associé a 2 est de dimension > 1 (car il ne peut étre réduit a {0}) et de dimension
< lcardim E; <dimR3 —dim E_, = 1. La dimension de chaque espace propre est donc égale a la multiplicité des valeurs propres
associées donc la matrice est diagonalisable. Si vous avez déja vu qu’une matrice est diagonalisable si et seulement si son polyndme
minimal est scindé a racines simples alors on peut conclure qu’il s’agit de u,, = (X + 1)(X — 2). Sinon on sait qu’il s’agit soit de
(X +1)(X —2) soit de (X + 1)*(X —2) car il divise le polyndme caractéristique et posséde les mémes racines. Il suffit alors de calculer
(M + I3)(M — 213) pour conclure.

Exercice 12 (correction)

L’application C ~ C? définie sur les matrices est continue car chaque coefficient de C? est un expression continue des coefficients
de C.Donc A" = (A2)" converge vers B? = Bdonc X(X —1)estun polyndme annulateur scindé simple de B donc B diagonalisable
et ses valeurs propres sont dans {0, 1}.

Exercice 13 (correction)

On remarque que fuz(v) = f,wv) = ulv et, par une récurrence élémentaire, Vk > 1, f If(v) = u*p. On en déduit que pour tout
polyndéme P € K[X] on a P(f,)(v) = P(u)v ce qui prouve que si P annule u alors P(f,) est I’application nulle donc P annule f,,.
Réciproquement, si P est un polyndme annulateur de f,, alors Vv € L(E), P(u)v = 0. En particulier, pour v = idg on a P(u) = 0.
Donc P annule u. Les idéaux des polyndmes annulateurs de u et f,, étant égaux, ils sont engendrés par le méme polyndme unitaire ;
leurs polyndmes minimaux qui sont donc égaux.



Exercice 14 (correction)

Soit A une matrice diagonalisable, i.e. 3P € GL,,(K) tel que P~! AP = D diagonale. Donc

yo [0;1] — M,(K)
t —tA

est continue, a valeurs dans 1’ensemble des matrices diagonalisables car V¢, P~'tAP = tD diagonale et y(0) = 0 qui est diagonale.
Donc I’ensemble est étoilé donc connexe par arc.

2) diagonalisable car possede des

Il n’est pas convexe. En effet, soit A = <O 0> diagonalisable car diagonale et B = <(2) 0

0 2

valeurs propres distinctes. Alors %A + %B = (1) } pas diagonalisable car son polyndme minimal est (X — 1)?> qui n’est pas

scindé.

Exercice 15 (correction)

1. Les premiere et derniere colonnes forment une famille libre. La matrice A est donc de rang 2. D’apres le théoréme du rang on a
alors dimker A = n — 2 donc I’espace propre associé a la valeur propre 0 est de dimension n — 2.

2. Les premicre et dernicre colonnes de A + I,, sont identiques donc la matrice n’est pas de rang n donc —1 est bien une valeur
propre.

3. La valeur propre —1 est de multiplicité au moins 1. Par ailleurs, la somme des valeurs propres est égale a la trace de la matrice.
Donc A, la derniere valeur propre satisfait A — 1 + (n —2) - 0 = 0 donc 4 = 1. On en déduit que 0 est de multiplicité n — 2, 1

de multiplicité 1 et —1 de multiplicité 1. Donc y, = X "=2(X — 1)(X + 1). Le polynome étant scindé dans R la matrice est
trigonalisable.

4. Les multiplicités étant égales a la dimension de 1’espace propre correspondant la matrice est bien diagonalisable. Son polyndme
minimal est donc scindé a racines simples donc il s’agit de p4(X) = X (X — 1)(X + 1).

Exercice 16 (correction)

1. Les n premieres colonnes de A forment une famille libre. Les n suivantes sont les n premicres réécrites dans le sens inverse. En
particulier, elles sont liées aux »n premieres. Donc rg(A) = n.

2. Sion pose I la matrice identité n X n et .S la matrice n X n avec seulement des 1 sur I’antidiagonale on a A = <§, f) eton a
I’+S* S+8
S+S5 S2+1?

3. D’apres la premiere question O est une valeur propre et, d’apres le théoréme du rang 1’espace propre associé est de dimension .
Les relations d’égalité des colonnes donnent pour vecteurs propres

le calcul par blocs A% = < > =2Acar S? =1.

1 0
0 1
ol |7
—1 6

famille évidemment libre et de taille n donc il s’agit d’une base de ker A. De la méme facon on remarque que A — 21 n’est pas



inversible et posseéde pour vecteurs propres

donc dimker(A — 2I) > n mais puisque ker(A) @ ker(A — 2I) € R*" on a dimker(A — 2I) = n.

Exercice 17 (correction)

On remarque que 1 et X sont dans le noyau de f et que ces deux vecteurs engendrent le noyau. Ensuite pour m > 2 on a
fX™)y=m-(m—1)- X™ + termes de degré < m — 1. La matrice de f dans la base canonique est donc triangulaire supérieure et
ses valeurs propres sont 0 avec multiplicité 2 et m(m — 1) pour 2 < m < n de multiplicité 1. Puisque 0 est de méme multiplicité que

la dimension de I’espace propre qui lui est associé (ker f) on en déduit que f est diagonalisable.

Exercice 18 (correction)

Soit P de degré n > 0 associé a la valeur propre A. On a alors f(P) = X P’ = AP. En considérant le terme dominant on obtient
n = A. En considérant les autres coefficients on voit qu’ils sont tous nuls donc P = X" est un vecteur propre associé a la valeur propre
n. Donc Sp(f) = N et E, = ker(f — nid) = Vect(X").

Exercice 19 (correction)

1. On procede par analyse-synthese.

Analyse Soit x € E et tentons de déterminer de quelle maniere on peut 1’écrire sous la forme x = x, + y avec x; € keru et
¥ € imu. Si une telle écriture existe alors il existe z € E tel que y = u(z). On aurait alors

u" ) = um N (xg) +u™(z) = u(z) = y

etdonc x;, = x—y = x —u"!(x). Ceci conclut I’analyse. On note dans un coin que si la synthése aboutit alors on a la somme
directe par unicité des solutions trouvées.
Synthése Soit x € E. On pose x, = x — u"~!(x) et y = w"~!(x). On a alors x = x;, + y. On a bien u(x,) = u(x) — u™(x) = 0
donc x( € ker u. Par ailleurs, m > 2 donc y € imu.
2. Le polyndme X" — X est donc un polyndme annulateur de u. Or X” — X = X(X" ! — 1) et X"~! — 1 a pour racines les
racines m — 1-¢mes de 1’unité, toutes distinctes et non nulles. Donc u est annulé par un polyndme scindé a racines simples donc
est diagonalisable.

Exercice 20 (correction)

Soit A une valeur propre et v # 0 un vecteur propre associé a cette valeur propre. On remarque qu’on a pour tout k, AK - v = Akp
(récurrence immédiate). On en déduit que
PA)-v=PA)-v=0

donc P(A) = 0 (car v # 0).



Exercice 21 (correction)

Onfaitl = 2 = 3 =4 = 2 (car 2 = 1 est immédiat en prenant les dimensions). On note n = dim(E).
On aim f2 C im f toujours vrai donc égalité par égalité des dimensions.

On a toujours ker f C ker f2 et, par le théoréme du rang, dim(ker f2) 4+ rg f> = n = dim(ker f) + rg(f) . Donc
——
=rg f?
dim(ker £2) = dim(ker f) et on conclut comme au dessus.

On commence par montrer que la somme est directe. Soit x € ker f Nnim f. Alors 3z € E, f(z) = x et f(x) = 0 donc
f?(z) = 0 mais ker f = ker f2 donc z € ker f donc x = 0. Donc im f et ker f sont en somme directe et, par le théoréme du
rang, im f @ ker f = E.

11 suffit de montrer que im f C im f2. Soit y € im f,i.e. 3x € E, f(x) = y. Par hypothése 3z, w € ker f X E, x = z+ f(w)
donc y = f(z + f(w)) = f2(w) donc y € im f2.

Exercice 22 (correction)

Puisque X2 est un polyndme annulateur f posséde pour unique valeur propre 0. De plus le polyndme minimal de f est X ou X2.
Si c’est X alors f est I’endomorphisme nul et g = 0 et v quelconque conviennent. Supposons donc que X2 est le polyndme minimal
de f. Puisque X? est scindé dans IR, f est trigonalisable. Dans une base bien choisie la matrice de f s’écrit donc

M =

S OO
S O R
SO ™=

avec (a, f,7) # (0,0,0). Puisque M?=0ona aff = 0 donc @ = 0 ou f = 0. Dans chacun des cas on a rg(f) = 1. Puisque f est de
rang 1 il existe v € R3 \ {0} tel que im f € Vect(v), i.e. Vx € R?,3g(x) € R, f(x) = g(x)v. La linéarité de g provient de celle de
f.

Exercice 23 (correction)

1. Soit 4 € C \ R une valeur propre de A. Soit V' € C?\ {(0,0)} un vecteur propre. On a AV = AV donc, en passant au conjugué
AV = AV . Puisque A # A par hypothése alors A est une valeur propre de A distincte de 4.

2. Soit V' € €?\ {(0,0)} un vecteur propre. On a AV = AV donc, en passant au conjugué AV = AV.Onadonc V # V sinon
on aurait un méme vecteur non nul dans deux espaces propres distincts ce qui est absurde. On a donc V' = W, + iW, avec
Wy, W, € R? et W, # 0. On pose A = a + ib. On a alors

AW, = aW, — bW,

AV:AV@AVVI+1AVVz=an—bVVz+l(bVVl+aVVz)©{ AW, = bW + aW, 3)

On remarque que la famille (W, W5) est une base de R? car sinon on avait W, = yW, on aurait V' = (y + i)W, et V=(@- Dw,

et on aurait alors V,V € Vect (W) ce qui est absurde car ils doivent étre dans des espaces propres distincts. On pose alors Q
la matrice réelle dont les colonnes sont les vecteurs de la base (W}, W,) donc, d’apres la relation

-1 _ a b
aao-(2 f)



Exercice 24 (correction)

1. Onau(X*) = (X + 1)* = X* + termes de degré < k — 1. Donc la matrice A de u dans la base canonique est triangulaire avec
des 1 sur la diagonale. Son polynéme caractéristique est donc y,(X) = (X — 1)".

2. D’apres la question précédente u est trigonalisable (la base canonique est méme une base qui le trigonalise). Elle n’est évidemment
pas diagonale car, dans cette base, il y a des termes non-nuls au dessus de la diagonale (donc ker(u — id) = Vect(1) de dimension
1 < n).

3. Onremarque que A — I, est nilpotente, i.e. (A — I,)" = 0. Puisque A commute avec I, on peut appliquer le bindme de Newton
qui donne

n—1
A-I)Y =A"+ ">—1kAk=0
( ) ];(k (-1

donc en termes d’endomorphismes on a

n—1
—id)" = u" ") =Dk = 0.
(u —id)" = u +Z<k>< )
k=0
On remarque qu’on a (X*)(u)(P) = uk(P) = P(X + k) ce qui donne la réponse a la question pour a; = (Z)(—l)".

Exercice 25 (correction)

On commence par remarquer que si f € L(E) est un endomorphisme, d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, y,(f) = f" +
~+a f+(=1)"det(f)id = 0 donc, si f inversibleE]

1 nel . .
_ + - +aid) =id
g U 1i9)
i.e. linverse de f est f~! = m (f”_1 + 4 a id) € K[ f]. On en déduit que si P(u) est inversible alors son inverse est
- e
dans KK[P(u)] C K[u]. On le note désormais Q(u). On a alors P(u)oQ(u) = id ce qui signifie que PO — 1 est un polyndme annulateur

de u donc il est dans I’idéal engendré par y, donc il existe H € K[X] tel que PO + Hu = 1 donc P et u sont premiers entre eux
d’apres I’identité de Bézout. La réciproque fonctionne pareil.

Exercice 26 (correction)
1. Ona

@ (1) = D(u + Tr(u) id) = u + Tr(u) id + Tr(u)d(id)
=u+Tr(uw)id+ Tr(w)(id+nid) = u + (n + 2) Tr(u) id
=m+2u+ m+2)Trw)id—(n + u
=(n+2)0w) — (n+ D idpg@).

2. Le polynéme X2 — (n + 2)X + n + 1 est annulateur de u. Par ailleurs,ona X> — (n+2)X +n+1 = (X — )X — (n + 1)).
Puisqu’il est scindé a racines simples @ est diagonalisable. On a u € ker ((ID —idg E)) si, et seulement si Tr(z) = 0. On a
donc ker (CI) —idp E)) = ker(Tr) qui est un hyperplan de £(E) donc de dimension n> — 1. Enfin, on a ®(id) = (n + 1)id
donc Vect(id) C ker (d) —(n+1) idﬁ(E)). Or puisque ker (CI) - idE(E)) et ker (db —(n+1) idﬁ(E)) sont en somme directe on a
dim (ker (® — (n+ 1)idg)) = 1 donc

L(E) =ker (<I) - idE(E)) @ ker (CD —(n+ l)idE(E)) = ker(Tr) @ Vect(id).

5. Le méme argument fonctionne sans utiliser Cayley-Hamilton en prenant le polyndme minimal au lieu du polyndme caractéristique, il suffit alors de remarque
que le terme constant du polyndme minimal est un produit de valeurs propres (ces dernieres sont non nulles car f inversible).




3. Le déterminant de @ est le produit des valeurs propres comptées avec multiplicité, donc det(®) = n + 1.

Exercice 27 (correction)

On remarque en effet que (@ — idﬁ( E))(u) = Tr(u)idg qui est nul dés lors que Tr(x) = 0. On a donc ker (<I> - idﬂ( E)) = ker Tr.
Puisque Tr est une forme linéaire son noyau est de dimension dim(L(E)) — 1 = n* — 1. Ainsi, 1 est valeur propre de multiplicité
au moins n? — 1. On note A la derniére valeur propre. Elle satisfait Tr(®) = 1 + -+ + 1 +4 donc 4 = Tr(®) — n* + 1. 11 suffit donc

——

n2—1 fois
de déterminer la trace de ®. On fixe une base B = (e, ..., e,) de E et une base u;; de L(E) avec u;; définie par u;;(e;) = e; (si on

identifiait £L(E) a M, (K) via I"isomorphisme u — Mp p(u) il u;; seraient les matrices élémentaire E;; = (5[- j ) ). Ce qui nous intéresse
c’est de savoir seulement les coefficients diagonaux de @ dans la base (u;;) c’est a dire pour tout (i, j) déterminer le coefficient en u;;
de @(uij). Ona CD(uij) =u; + Tr(u,-j)idE. Si i # j alors Tr(u,-j) = 0 donc le coefficient en ujj de <I>(u,-j) est 1. Sinon Tr(u;) = 1 et
idg = uyy + -+ +u,, donc le coefficient en u;; de ®(u;;) est 2. On a donc

Tr(®)=1+--+142+--+2=n*—n+2n=n*+n=n*—1+Aidonc A=n+1.
—— Y—
n2—n fois n fois

On en déduit donc que la derniere valeur propre est n + 1 avec multiplicité au moins 1 car c’est une valeur propre et au plus 1 car
dim(ker(®—id,)) = n?—1. On en déduit aussi que 1 est de multiplicité exactement n> — 1 donc @ est diagonalisable et, en considérant
son déterminant dans une base qui la diagonalise on a det(®) = n + 1.

Exercice 28 (correction)

1. (a) Soit A € Sp(g) et M € ker(g — /lidMn(]K)) \ {0} alors g(M) = AM = AM.Ennotant M = (¢ --- ¢c,) avec ¢ les colonnes
de M ona
AM = (Ac; -+ Ac,) = (Acy -+ Ac,), 1.e. Vj,ch = icj.
Puisque M est non-nulle, une de ses colonnes est non nulle donc 4 € Sp(A). Réciproquement si A € Sp(A) et X est un
vecteur propre associé a A on a A(X0:--0) = (4X0---0). Donc la matrice donnée par ses colonnes M = (X0 - 0) est un
vecteur propre de g donc A € Sp(g).

(b) On remarque que Sp(A) = Sp(AT) (méme polyndmes caractéristiques/minimaux). Si on a A € Sp(d) et M € ker(g —

Aidp ) \ {0} alors MA = AM donc on a LA = AL pour chaque ligne L de M donc AT L™ = AL”. Puisque M non
nulle elle a une ligne L non nulle et dans ce cas LT est un vecteur propre de AT associé a A donc 4 € Sp(AT) = Sp(A). On
montre de la méme facon que Sp(A”) C Sp(d).
Je me permets de mentionner une solution plus astucieuse qui permet de répondre aux deux questions en méme temps. On a
g5(M) = AKM et, plus généralement, VP € K[X], P(g)(M) = P(A)M. Cette relation permet de prouver que g et A ont les
mémes polyndmes annulateurs. En particulier, ils ont les mémes polyndmes minimaux ce qui, non seulement donne 1’égalité
des spectres mais permet aussi de justifier que 1’un est diagonalisable si, et seulement si I’autre I’est. Bien évidemment, cela
marche aussi pour d.

2. Puisque d et g sont simultanément trigonalisable, en choisissant une base B de M,(IK) qui les trigonalise on a M g(@) tri-
angulaire avec sur chaque coefficient diagonal la somme d’une valeur propre de g et d’une de d ce qui prouve que Sp(@) C
{A+ul| A pu € Sp(A)} d’apres la question 1. Réciproquement si on considere 4, 4 € Sp(A) et X € M, ;(IK) un vecteur propre
de A associ€ a Aet Y € M, 1(IK) un vecteur propre de AT associé a yalors M = XYT € M,(K) eton a

oM)=AM + MA=AXYT + XYTA=2XYT + XATY) = 2XYT + X(u¥)T = (A + w)XYT.

Par ailleurs, puisque X # OetY # 0 alors XY # 0 (il s’agit d’une matrice de rang 1, d’ailleurs elles s’écrivent toutes ainsi !).

3. Puisque @ est un endomorphisme il faut et il suffit que ker(p) = {0} pour que ce soit un automorphisme. Or ker(¢) est I’espace
propre associé a 0. Donc il faut et il suffit que @ n’admette pas O comme valeur propre. Ceci équivaut, par la question 2, a ce que
A n’admette pas une valeur propre A et son opposée —A.

4. (Bonus) A terminer, la question ne figurait pas dans 1’énoncé original.



Exercice 29 (correction)

Soit 4 une valeur propre non nulle et x € E\ {0} un vecteur propre de uov, i.e. u(v(x)) = Ax. On aalors (vou)(v(x)) = v(u(v(x))) =
v(Ax) = Av(x). Ainsi, on est tenté de dire v(x) est un vecteur propre associé a A. Pour cela il faudrait que v(x) soit non nul. Si v(x) =0
alors u(v(x)) = Ax = 0 ce qui impose A = 0 (car la famille (x) est libre ou par 1’absurde, attention a ne pas justifier « Ax = 0 donc
A = 0»avec un argument d’intégrité). On en déduit que uov et vou ont les mémes valeurs propres non nulles.

Il reste a traiter le cas ou 4 = 0 est une valeur propre. On remarque que 1’espace propre associé est ker(uov) qui est réduit a O si,
et seulement si 0 n’est pas valeur propre et si, et seulement si uov inversible.

Ainsion a

0 valeur propre de uov < det(uov) = 0 < det(vou) = 0 < 0 valeur propre de vou.

Exercice 30 (correction)

1. On suppose que A est inversible. On a
2ag(X) = det(AB — X1I,) = det(A)det(B — XA™!) = det(B— XA~ ) det(A) = det(BA — X1,) = yp,.

2. Pour tout KK-espace vectoriel V' de dimension finie m, I’application det : End(})) — K est continue (polyndme en les coeffi-
cients lorsqu’on fixe une base qui permet d’identifier End(V) a M,,(IX)). De méme I’application

M,K,[X]) — M,K,[X]
B +— AB-1X

est continue (il s’agit de la somme d’une application linéaire en dimension finie donc continue et d’une application constante).
Ainsi B — det(AB — X1,)) = y,p est continue.

On fixe A € M, (KK). L’application continue B — y,p — yp4 définie sur M, (IK) coincide, d’apres la question précédente, avec
I’application nulle sur GL,,(IX). Or GL,,(IK) est une partie dense de M, (IK) donc pour toute matrice A, B € M,(K), y4p = ¥ga-

Exercice 31 (correction)

On trigonalise A dans C. Il existe donc une matrice P € GL,(C) et une matrice T' € M, (C) triangulaire telles que A = PTP.
Par téléscopage on a
exp(A) = Pl exp(T)P.

Or sur la diagonale de T on trouve les valeurs propres de A et exp(T') est toujours triangulaire et sur sa diagonale on a I’exponentielle
des valeurs propres de A. Si on note 4, ..., 4, ses valeurs propres on a donc

n
det(exp(A)) = det(exp(T)) = [ [ e = eZi=1 4 = T,
i=1

Exercice 32 (correction)

1. 11 suffit de montrer qu’il s’agit d’un sous espace vectoriel de L(E).

2. On pose B = (ey, ..., e,) une base de E formée de vecteurs propres de f associés aux valeurs propres 4y, ..., 4,. Soitg € Cy
ceci revient a dire que g commute avec f sur la base B. Ainsi on a Vi, f(g(e;)) = g(f(e;)) = 4,8(e)), i.e. gle;) € E, donc
g(E;) C E,.La commutativité et la stabilité pouvant se caractériser sur une base on peut remonter notre raisonnement étape
par étape dans I’autre sens pour terminer la preuve.



3. La question précédente prouve que 1’application

¢: Cf —@,LE)
g — (&)

est bien définie. Elle est injective car si ¢p(g) = 0 alors g est nulle sur tous les espaces propres et la somme directe de ces derniers
est E tout entier donc g = 0. Elle est surjective car étant donné (g,;) € @, L(E;)ona g = Y, g; qui commute avec f et qui
satisfait ¢(g) = (g,);-

Enfin, puisque f est diagonalisable on a dim E; = a; pour tout 4. D’ou dim L(E ) = 05/21 puis la somme voulue par somme directe
des espaces propres.

4. D’apres la question précédente on a dim C, = n. Il suffit donc de prouver que la famille (idg, £, f2, ..., f"~!) estlibre. Supposons
qu’on ait une relation
n—1
Y afi=0 4
i=0

Soit 4 unf: valeur propre et v € E; \ {0} . Lorsqu'on applique v & I’endomorphisme li on obtient (Z:’;Ol a;A") - v = 0 donc
Z:’;Ol a;A' = 0. Autrement dit, toutes les valeurs propres de f sont annulées par un polynéme de degré < n—1 qui a donc au plus
n — 1 racines ce qui est absurde. Donc la famille est libre et il s’agit d’une base.

Exercice 33 (correction)

1. Par le théoreme du rang ker(A) est de dimension n — 1. On considére une base (e, ..., e,_;) de ker(A) que I’on complete par un
vecteur v & ker(A). Dans une telle base la matrice de A s’écrit
0 e 0 Cq
B = 0 0 C2
0 0 ¢

donc Tr(A) = ¢, et on voit alors par un calcul immédiat que B(B — Tr(B)I) = 0 donc PBP Y (PBP~! — Tr(PBP™Y)) =
A(A —Tr(A)I) = 0.
J’en profite pour mentionner une autre trés jolie (mais moins intuitive) preuve de cette question. Il est possible de prouver que si
A est de rang 1 si, et seulement s’il existe une matrice ligne L et une matrice colonne C telles que A = C L (exercice). On a alors
A% = CLCL = C(LC)L = (LC)CL = (LC)A car le produit LC est un scalaire. Par ailleurs, Tr(A4) = Tr(CL) = Tr(LC) = LC.
2. Puisque X (X —Tr(A)) est annulateur le polyndme minimal de A est soit X, soit X —Tr(A) soit X (X —Tr(A)). Il ne peut étre X car
A de rang 1 donc non nulle, ¢a ne peut pas étre X —Tr(A) car Tr(A)I est soit nulle soit inversible. Donc p4(X) = X(X —Tr(A))
et A est diagonalisable si, et seulement si u 4 est scindé a racines simples, i.e. si, et seulement si Tr(A) # 0.
On suppose que Tr(A) = 0 et on considére e; = Av un vecteur directeur de im(A). Puisque A> = 0, ¢, € ker(A). On compléte
la famille libre (e;) en une base (e, e,, ..., e,_;) de ker(A). Puisque v & ker(A) la famille (e, ..., e,_;, v) est une base de R"
dans laquelle A a bien la forme voulue.

3. Lamatrice est bien derang 1 car¢; = %cl ol ¢; désigne la j-eme colonne de A. Sa trace est 1 +1+---4+1 = n # 0 donc A est bien

diagonalisable. Les relations sur les colonnes nous donnent une base de ker(A). En effet, on a (1,0, ...,—/,0,...,0) € ker(A) et
ces vecteurs forment une famille libre de n — 1 vecteurs. Enfin, on remarque que (1,2, ...,n) € ker(A — nl,) ce qui compléte la
base de vecteurs propres.

Exercice 34 (correction)

Les applications P — P(X 24 1) et Q » O™ étant linéaires (2 valeurs dans R[X] cependant) f est bien linéaire par composition.
Si P € R,[X] alors deg P(X?+41) = 2deg P et donc deg P(X?+1)"™ = min(0, 2 deg P—n). Donc f définit bien un endomorphisme.
Regardons a quoi elle ressemble sur les mondmes X" pour 0 < m < n.



Ona

(n)
faxm=((x2+1)")
2m a )
= (X*" + termes de degré < 2m)

_ 0si2m<n
- 2m-(2m—1) - 2m—n+1)- X*" " + termes de degré <2m—n

Puisque 2m —n < m la matrice de f dans la base canonique est triangulaire supérieure et puisque 2m —n < m sim < n elle n’a que des
0 sur la diagonale sauf pour la derniere colonne. On distingue maintenant deux cas. Si n = 1 alors la matrice de f est tout simplement

0 2

2m —n # 0 donc Vect(X"~!, X") nker f = {0}. Autrement dit, dimker f < n — 2 or 0 est une valeur propre de multiplicité n — 1.
Donc f n’est pas diagonale.

<0 0> qui est diagonale donc fin du probléme. Sinon on considére f(X"~!) = 2(n—1)-(2n—=3) --- (n—1)- X"~%+ termes de degré <

Exercice 35 (correction)

1. Puisque J2=TonaS’(M)=J -JMJ -J =J*’MJ*>=M.
2. On fait une analyse-synthese.
Analyse : Siune telle décomposition existe alors pour toute matrice M € My(R)onaM = M+ M, avec M, € Fet M, € G.
On a alors S(M) = M| — M, quidonne M + S(M) =2M, etdonc M| = %(M+ S(M))et M, = %(M - S(M)).
Synthése : On a bien S (% (M + S(M))) = LM+ Sy et s (% (M — S(M))) = L(S(M)— M) = -1 (M — 5(M))
donc les matrices que 1’on trouve sont bien des solutions.

Puisque partant d’une décomposition générale dans 1’analyse on aboutit a une unique écriture des solutions la décomposition est
unique et la somme est directe.

3. Les espaces F et G sont respectivement ker(.S — id) et ker(.S' + id). On en déduit que —1 et 1 sont les seules valeurs propres de
S et que S est diagonalisable (car décomposition de M,(IR) en sous-espaces propres de .S).

-1 0

0 1

On en déduit que dim F > 2 et dim G > 2 donc les deux sont de dimension 2.

4. On voit facilement que I et J sont dans F et que > et <_01 (1)> sont dans G et qu’elles sont linéairement indépendantes.

Exercice 36 (correction)

On remarque d’abord que, puisque la premicre et la dernicre colonne sont identiques M, admet O pour valeur propre avec mul-
tiplicité au moins 1 car dimker M, = 1 par le théoréme du rang. Le polyndme caractéristique est y,(X) = X(X? — zX — 2) donc
0 est toujours de multiplicité 1. Si X? — zX — 2 est i racines simples M . est diagonalisable. Autrement on a A = 224+8=0,ie.

Fiv2 1 0
+2i \/5 et la valeur propre correspondante est alors 4 = =i \/5 On a M+2l_ Nk +i \/513 = 1 ii\/i 1 qui est
0 1 11‘\/5

de rang 2 (de rang au plus 2 puisqu’elle est non inversible par définition et de rang au moins 2 car deux colonnes sont libres). Donc

4

dim ker(M+2i Nl +iV/213) = 1 par le théoréme du rang. Or ii\/z de multiplicité 2 # 1 donc

M, diagonalisable < z ¢ {21’\/5, —2i\/§} )



Exercice 37 (correction)

Le polynome caractéristique de M, est y,(X) = X3 — z(X + 1). Une condition nécessaire pour que M, ne soit pas diagonalisable

est que y,(X) ait une racine double ou triple. Les racines de ;(;(X) =3X2 — z sont +a avec a2 = g Onay,(a)=z (% -—a— 1) =

—§(2a + 3). Donc une condition nécessaire pour que M, ne soit pas diagonalisable est que z = O ou o = —3. Dans le premier cas

z = 0 on a évidemment M, non diagonalisable (triangulaire non nulle avec une seule valeur sur la diagonale). Dans le second cas
2 z 9

=3=7 ie. .z = % et la racine multiple est —%. La matrice My7,4 + 313 est de rang 2 car elle ne peut pas étre de rang 3 puisque

—% est une valeur propre et posséde deux colonnes qui forment une famille libre. Donc son noyau est de dimension 1 pourtant la

multiplicité de _73 est au moins 2 donc M54 n’est pas diagonalisable. En résumé

M, diagonalisable & z & {0, 24—7 } .

Exercice 38 (correction)

1. Les deux premiere colonnes forment une famille libre, les deux suivantes sont évidemment liées donc A est de rang 2. Par le
théoréeme du rang A le noyau de A est de dimension 2. Autrement dit, O est une valeur propre de multiplicité au moins 2 donc
x4 =X (X = DX - p).

2. Latrace de A est la somme des valeurs propres donc A + u = k; On peut faire de méme avec A2 dont la trace est k2 + 6 (inutile
de calculer les coefficients hors diagonale) et dont les valeurs propres sont les carrés des valeurs propres de A donc A%, u” et 0
d’ou le systeme.

Ona (A4 u)*> = A% + u? + 2Au on en déduit que Ay = —3 et donc que A et u sont les racines du polynome de degré 2, P =

. Vi . . . .
X? — kX — 3. Ces derniéres sont %ﬂz (attention k étant complexe on commet un petit abus en notant v/ k2 + 12 il faut

comprendre qu’on fixe une des racines de k% + 12 puisque, contrairement aux réels, dans le cas complexe on ne peut en choisir
une canoniquement).

3. La matrice est diagonalisable si et seulement si les valeurs propres sont de multiplicité la dimension de 1’espace propre associé.
Il faut donc que A et y soient tous deux différents de O sinon la multiplicité sera plus grande que la dimension a savoir 2. On voit
bien dans le systeme de la question 2. que ni I’'un ni I’autre ne peut valoir O (sans quoi 6 = 0). Donc on peut écarter ce cas. Si 4
et u sont distinctes il n’y a pas de probleme.

Il reste a traiter le cas ot A = u, i.e. A = VkZ2+12 = O donc k = 121'\/5. On ne traite que le cas k = 2i\/§ car ’autre
i3 1 0 0
1 V31 1

est similaire. On remarque qu'alorsona A = y = iy/3etona A — Al, = 0 | ) \/5 . Cette derniere
—i

0 1 0 -i3
est évidemment une matrice de rang > 3 (les colonnes 1,3 et 4 forment une famille libre) et de rang < 3 car, par définition de
A la matrice n’est pas inversible. Il s’agit donc d’une valeur propre de multiplicité 2 dont I’espace propre est de dimension 1

(I’espace propre associé est Vect <1 i\/§ 1 1)). La matrice n’est donc pas diagonalisable. Enfin, on peut conclure que A

est diagonalisable si, et seulement si, k & {121' \/5 } .

Exercice 39 (correction)

1. (a) Puisque M est triangulaire on peut lire ses valeurs propres sur la diagonale qui sont 6, 3 et 2. Ces trois valeurs propres étant
1 1 3

distinctes M est bien diagonalisable. On trouve comme vecteurs propres vg = | 0], v3 =|—1|et v, = | —4 | respectivement.
0 0 1



(b) D’apres la question précédente on a M = PDP~! avec

1 1 3 1 1 1 6 0 0
Pp=|0 -1 -4|,p'=|0 -1 -4|etD=|0 3 0].
0 0 1 0 0 1 0 0 2

Donc, par téléscopage on a M" = PD"P~! ce qui donne

6" 6"—-3" 6"—4.3"4+3.2"
M=o 3n 4.3"—4.2n
0 0 2"
2. (a) On a, par la formule des probabilités totales,

Xn+1 = II':)(‘Xn+1 = 0)
= P(X,,; = 0|X, =0)P(X,, = 0) + P(X,,; = 0|X, = ) P(X, = 1) + P(X,,, = 0|X, = 2) P(X,, = 2)

N~ v~

LRE

=0

D=

1
:xn+§yn

De méme

1 2
Yn+1 = Eyn + gzn

Zpy1 = gzn

En conclusion U, | = éMUn.

0
(b) On en déduit par une récurrence immédiate que pour tout n € IN,U,, = 6%M "Ug et on a Uy = | 0] par hypothese. Donc

1
1\" 1\"
1-4-(3) +3:(5)
U =| a4.(L) —a. (1Y)
| @)
1 n
()
(c) On adonc bien x,, — 1 et y,, z, — 0, la probabilité que les boules blanches disparaissent tend bien vers 0.
Exercice 40 (correction)

1. Lamatrice M (1,0)+ I, est la matrice avec seulement des 1 en entrée. Elle est donc de rang 1 et son noyau est de dimension n— 1
d’apres le théoréme du rang. On en déduit que —1 est une valeur propre de multiplicité au moins » — 1. On note A la derniere
valeur propre. On considérant la trace, ona —1 X (n — 1) + A = 0 donc A = n — 1. Donc les valeurs propres de M (1, 0) sont —1
avec multiplicité n — 1 et n — 1 avec multiplicité 1 donc P; ((X) = (X — (n — D)(X + 1)".

2. Ona

P, ,(X) = det(XT, — M(a, b)) = det(X I, — bI, — aM(1,0))
= det (a (Xa_bln - M(1,0))) = " det (Xa_ b

X-b
-na(552).
a o a

I, - M(l,O))




Donc p racine de P, b51etseulement51—b =n—lieu=b+m—-1)aoupyu=>b—a Deplus, puisqueb—a=b+(n—1)a

équivaut a a = 0 les multiplicités sont respectwement letn—1.
3. Lamatrice M (a, b)—(b—a)l, estlamatrice a(1),; ;<,, la matrice avec que des a en entrée. La matrice M (a, b)—(b+(n—1)a)I, est
la méme mais avec des —(n— 1)a sur la diagonale. Le produit est facile a calculer ; les entrées sonttoutes 1 + 1 + - + 1 —(n—1) =
———

n—1 fois

0.

4. Si a = 0 alors M(a, b) est diagonale (donc diagonalisable). Sinon @, ,(X) est un polyndme annulateur de M (a, b) a racines
simples donc M (a, b) est diagonalisable.

5. Onécritlereste R(X) =aX + fetT € C[X] tel que
xk=10,,+R.

En évaluanten (b —a)ona (b—a)* = a(b—a) + feten évaluanten b+ (n — 1)aona (b+ (n — Da)* = a(b+ (n — 1)a) + p. En
soustrayant ces deux équations on a

(n— Da)* — (b —a)*)

EEI—‘

(b+
T

p= (b—a)k - —<b+(n— Da)k.

On a donc
M(a, b)k =T(M(a,b))Q,,(M(a,b)) + R(M(a,b)) = R(M(a, b)) = aM(a,b) + BI,

(simplifiez les calculs si ¢a vous amuse !).

Exercice 41 (correction)

On remarque que ®>(A) = A donc @ est une symétrie par rapport a ker(® — id) parallelement 2 ker(® + id) donc de polyndme
minimal X2 — 1 (ce n’est ni I’identité ni I'opposé de I’identité). L’espace ker(® — id) (resp. ker(® + id)) est I’ensemble des matrices
symétriques (resp. antisymétriques) donc de dimension nntl) (resp. de dimension "("2_ 1)) Donc, dans une base de vecteur propres la
matrice de d> s’écrira comme une diagonale avec n(n + 1) /2 2 valeurs 1 sur la diagonale et n(n — 1)/2 valeurs —1. Son déterminant est
nn+1) nn-1)

2 2

I
donc (— 1) qui vaut 1 si et seulement si # = 0,1 mod 4. Sa trace est Tr(®) =

Exercice 42 (correction)
L’ application définie par (M, N) = Tr(MT N) est bien bilinéaire et symétrique car VA € M, (K), Tr(AT) = Tr(A). Par ailleurs,
Tr(MTM) = 2 Z m! my, = 2 Z m?,
i=1 k= i=1 k=

donc Tr(MT M) =0 = M =0 ce qui prouve que ( , ) définit bien un produit scalaire.
On propose alors deux méthodes pour conclure.

Méthode 1 : On remarque alors que

(f(M),N) =Tr(f(M)'N) = Tr (Tr(A" M)B" N + Tr(B" M)A" N)
=Tr(AT M) Tr(BT N) + Tr(BT M) Tr(AT N)
=Tr(AT M) Tr(BT N) + Tr(B" M) Tr(AT N) = (f(N), M) = (M, f(N))

donc f est autoadjoint donc diagonalisable par le théoréme spectral.



Méthode 2 : Si A et B sont colinéaires alors si elles sont nulles f est nulle donc diagonale. Si B = AA avec A # 0 alors f(M) =
2ATr(AT M)A et f est alors diagonale dans n’importe quelle base adaptée 4 la décomposition A+ @ Vect(A). Sinon A et B
non colinéaire et on remarque que Vect(A, B)l C ker(f). Dans une base B = (E, ..., E»_,, A, B) adaptée a la décomposition
Vect(A4, Bt @ Vect(A, B) = M, (R) I’expression par blocs de la matrice de f est

I'=Myf)=A=|01(A,B) |B|]*|e M, (R).
0! ||AlII> (A,B)

Son polyndme caractéristique est alors
2_
00 = X7 (X2 = (AR 1IBIE - (A, B))).

Or par I’inégalité de Cauchy-Schwartz on a |(A, B)| < ||A|| || B]| donc (A, B)2 < ||A[|% ||B||* avec égalité si, et seulement si A
et B sont colinéaires. Puisqu’on a supposé que ca n’est pas le cas 1’inégalité est stricte. Ainsi || A| 12 ||B||* - (A, B)2 >0etfa
deux valeurs propres non réelles donc n’est pas diagonalisable.

Exercice 43 (correction)
L’application définie par (M, N) = Tr(M T N est bien bilinéaire et symétrique car VA € M, (K), Tr(AT) = Tr(A). Par ailleurs,
n n n n
T _ T _ 2
Te (M M) =Y\ mlmy =Y ml,
i=1 k=1 i=1 k=1

donc Tr(MT M) =0 = M = 0 ce qui prouve que { , ) définit bien un produit scalaire.
On remarque que Vect(A, B)L C ker(f). Dans une base B = (Ey,....E_,, A, B) adaptée a la décomposition Vect(A, Bt &
Vect(A, B) = M ,(R) I’expression par blocs de la matrice de f est

0 0

T=Mgyf)=A=|01 (A, B) [|B|> |e M (R).
0' —||Al> —(A,B)

Son polyndme caractéristique est alors
2_
200 = X771 (X244 IBIP - (4, B)?)
Or par I’inégalité de Cauchy-Schwartz on a (A, B)| < ||A|| || B|| donc (A, B)2 < |1A|1? || B||? avec égalité si, et seulement si A et

B sont colinéaires. Puisqu’on a supposé que ca n’est pas le cas I'inégalité est stricte. Ainsi ||A||? || B]|* — (A, B)2 > O et f adeux
valeurs propres non réelles donc n’est pas diagonalisable.

Exercice 44 (correction)

Notons X = (py, ..., Pas1)’ le vecteur colonne des poids des cailloux. Par hypothése il existe une matrice
0 +1 - +
+1 0 - +1
A= € M2n+l (R)
= 0 =1
+1 +1 - 1 O



de diagonale nulle, contenant n coefficients 1 et n coefficients —1 par ligne telle que AX = 0. Par ailleurs, puisqu’il y a autant de 1 que

de —1 par ligne le vecteur (1, ..., 1) est aussi dans le noyau de A. On remarque aussi que y 4, le polyndme caractéristique de A, est a
0 1 - 1

coefficients dans Z. On note alors A = 1 0 1 € M,, ,(Z/27) 1a matrice obtenue en réduisant modulo 2 ses coefficients.
1 1 -« 0

On note aussi y, € (Z/2Z)[X] le polynome obtenu en réduisant modulo 2 les coefficients de y 4. Par propriétés du déterminant on
a x4 = X7z On peut expliciter sans calcul y en remarquant que 1 est une valeur propre de multiplicit€ au moins 2n car A — I, est
de rang 1 donc dim(ker(A — I5,.,1)) = 2n. Puisque la somme des valeurs propres est égale a la trace la valeur propre la valeur propre
A manquante satisfait
A+l+--+1=0€Z/27Z
——
2n fois

donc A = 0. Onen déduit que y; = X(X — 1)?". Si la multiplicité de 0 dans y, était supérieure a 2 on pourrait I’écrire y, = X>Q avec
O € Z[X] ce qui impliquerait que y; = X 20e(Z /27Z)[X] ce qui est absurde. Ainsi 1 > dim(ker(A)) > 1 donc dim(ker(A)) = 1
et (py, ..., Pynp1) € Vect((1, ..., 1)), i.e. tous les cailloux pesent le méme poids.

Exercice 45 (correction)

1. Il s’agit d’une récurrence élémentaire.

3
2. On peut développer det(X I; — M) par rapport a la 1ére colonne. Une racine 4 satisfait donc (%) = 1 donc dans la parenthése
c’est 1,j ou j2.
3. Il suffit de vérifier que pour chacun on a Mv; = 4;v;.

4. En élevant la relation 2 la puissance n on a D" = P~!M"P et D" est la matrice diagonale avec sur la diagonale 1" = 1, ﬂg

1 00
et A5. On peut vérifier que 4, et A3 sont de module < 1 donc D" tend vers la matrice Do, = |0 0 0. Donc M" tend vers
0 0O
PD_ P! qui est celle qu'on veut. I’en profite pour préciser une astuce de flemmard-e. Ici D, est évidlemment de rang 1 donc
1

L = PD_ P! I’est aussi. Par conséquent il suffit de calculer la premiére colonne de L qui est | 1 | puis un coefficient seulement
1
de chaque autre colonne (on trouve 1) puis de se rappeler que ces deux autres colonnes sont engendrées par la premiére.

. b . . . - . N
5. Onaalors a,, b, et ¢, qui tendent tous vers m, I’isobarycentre du triangle de départ. La limite ne dépend pas du parametre
t choisi au départ.

Exercice 46 (correction)

1. Onal valeur propre évidente car la matrice M —1I,, est de rang 1. Par le théoréme du rang I’espace propre associé est de dimension
n — 1. On note 4 la valeur propre de M qui est encore inconnue. Elle doit vérifier

Tr(M)=0=A+1+-+1=A+n—1

donc A = —n + 1. Puisque —n + 1 # 1 la dimension des espaces propres coincide avec la multiplicité des valeurs propres
donc la matrice est diagonalisable (lorsque vous I’aurez vu le théoréme spectral permet de conclure immédiatement que M est
diagonalisable en constatant que M est symétrique réelle).



2. D’apres la question précédente le polynome caractéristique de M vérifie y,(X) = det(X[I, — M) = (X +n — 1)(X — 1)". Par
ailleurs, par définition du déterminant
det(XT, - M) = ) £(0)a; 5

cEQS,

avec a; ,;) = X si (i) = i et 1 sinon. Donc on a bien

det(X1, - M) = ) £(c)X".

cES,

3.0naZX = yy(l) =0, puis 2, = ;(1’\4(1) = 0sin > 3 car alors 1 est une racine de y;, de multiplicité n — 1 > 2 et si
n=2,x,,(1)=2. Enfin

1 1 1 n+1
_ _ _ 1\ _ 11 _(_1)+ 1V — (1 _ 1 _ (1"
23_/0 )(M(t)dt—/o(t 1 dt+n/0(t D= e 1) = () (1 —n+1)_( '

4. Le coefficient constantde y,, correspond aux permutations sans point fixe donc aux éléments de ,,. En identifiant les coefficients
constants des deux polyndmes a gauche et a droite de 1’égalité obtenue en question 2 on obtient

Card{c €D, |e(0c)=1} —Card{c € D, | e(c) = -1} = (-1)" ' (n - 1).

Exercice 47 (correction)

1. On se rappelle que les colonnes d’une matrice forment une base si, et seulement si elle est inversible. Il suffit donc d’énumérer
les bases de E = (Z/pZ)*. Puisque E est de cardinal p? on a p> — 1 choix pour le premier vecteur de la base (tout vecteur non
nul convient). Pour le second vecteur on doit le choisir de telle sorte qu’il ne soit pas colinéaire au premier, i.e. pas sur la méme
droite. Une droite de E étant de cardinal p on a donc p? — p choix pour le second. On en déduit que ¢ = (p> — 1)(p* - p).

2. Puisque GL,(Z/pZ) est un groupe de cardinal ¢ pour toute matrice inversible A9 = I, donc A9*2 = A? par le théoréme de
Lagrange. Considérons alors A non inversible. Ceci signifie que son noyau est non nul, i.e. que O est une valeur propre. L’ autre
valeur propre a est alors un élément de Z/pZ. En effet, le polyndme caractéristique de A est de la forme y, = X2 —aX €
(Z/pT)[X].

Si a = 0 alors, d’apreés le théoreme de Cayley-Hamilton A> = 0 donc A9+? = A2 = 0. Sinon on remarque que, d’apres le petit
théoréme de Fermat a?~! = 1 donc, en passant a la puissance (p + 1)(p? — p) on a a? = 1 donc a est une racine de X9 — 1. On en
déduit que y, | X*(X9— 1) donc que A*(A7 — I,) = 0.

3. De la méme facon que pour la premiére question on a ¢ = (p> — 1)(p° — p)(p° — p?) (le dernier vecteur choisi de ne doit pas étre
dans le plan engendré par les deux premiers). La relation reste toujours vraie pour A € GL3(Z/pZ) par le théoreme de Lagrange
mais elle n’est plus vraie en général pour les matrices non inversible. Un contre-exemple est donné par une matrice de polyndme
minimal p, = X(X — 1)> comme, par exemple, celui de la matrice

0 00
A=(0 1 1].
0 0 1
En effet, on peut montrer que X>(X? — 1) n’est pas un polyndme annulateur car 1 n’est pas une racine double de X9 — 1. En effet,
c’est bien une racine mais sa dérivée est gX9~! qui ne s’annule qu’en 0 car ¢ # 0 mod p.

En fait la relation est vraie pour les matrices inversibles, pour les nilpotentes et pour les diagonalisables.

Exercice 48 (correction)

1. Soit g € G un élément. D’apres le théoréme de Lagrange g”" = e. On en déduit que p(g") = p(g)" = p(e) = I,. Donc p(g) est
annulé par le polyndme X" — 1 dont les racines sont les racines n-¢me de 1’unité qui sont toutes distinctes. Donc tous les éléments
de I’'image sont annulés par un polyndme scindé a racines simples donc sont diagonalisables.



2. L’image d’un groupe commutatif est toujours commutatif. Il suffit donc de montrer que des matrices diagonalisables qui com-
mutent sont diagonalisables dans une méme base. On va le faire plus généralement pour des endomorphismes.
On commence par le cas de deux endomorphismes f et g.
Par hypothese, E = P 1ESp(f) E; avec E; = ker(f — Aid). Soit A € Sp(f) une valeur propre de f. On veut montrer que E;
stable par g. Soitv € E; on a
flegw) = = g(f(v)=gliv) = ig(v)
——

car fog=gof
donc g(v) € E,. Donc g; = g, est un endomorphisme de E; et, puisque g est diagonalisable, alors g, I’est aussi. On peut donc
pour chaque A considérer une base B; = (v} ;, ..., 0,, ;) de E; qui diagonalise g;. En concaténant les bases B, on obtient une

base de E dans laquelle

» f estdiagonal car tous les vecteurs de B sont dans des espaces propres de f.

« g est diagonal car tous les vecteurs de B sont des vecteurs propres de g.
Si on a plus de deux endomorphismes fi, ..., f,, alors on diagonalise successivement f, sur chaque espace propre E; de f; puis
on diagonalise f3 sur chaque espace propre de f, ; = f>, E, €t ainsi de suite, on diagonalise chaque endomorphisme suivant sur
I’intersection des espaces propres précédents.

Exercice 49 (correction)

1 x 2 1 X
IV OIl; = /0 < /0 f(t)dt> dx < /0 x /0 f(1)* dt dx par Cauchy-Schwartz

1 1
s/ / F@R dtdx < |1£1
0 0

Donc V' est bien continu est sa norme subordonnée est plus petite que 1. Supposons que V' admette une valeur propre A alors
il existe f # O telle que V' (f) = Af. Puisque f est continue V (f) est de classe C' et donc f aussi (si A # 0). On a alors
V() (x) = f(x) = Af'(x) qui donne f(x) = £(0)e*/* mais f(0) = V(f)©0) = 0donc f = 0 ce qui est absurde. Méme
conclusion si 4 = 0.

2. Ona

1. Ona

1 X 1
V(f).g) = /o /0 f@dtgxydx = [V(HV (] —/0 Fx)V(g)(x)dx par IPP

1 1 1 1 1 X
=/ f(x)dx/ g(t)dt—/ f(x)V(g)(x)dx=/ f(x)</ g(t)dt—/ g(f)dt>dx
0 0 0 0 0 0
1 1
=/ f(X)/ g)dtdx
0 x

Donc V*(g)(x) = fxl g(®)dt.Onaalors V*(f) = —f.

3. Soit A une valeur propre (positive) de VolV* et f un vecteur propre. De la méme fagon que pour la premiere question on peut
montrer que A # 0 donc A > 0. On a (VoV*)(f) = Af qui implique que f est de classe C2. On a, par continuité de V,
VoVH() =VIV*(f)Y) = =V (f) = Af’ puis, en dérivant encore, — f = Af". On en déduit que f(x) = acos(wx) + b sin(wx)

avec w* = % On a alors

x 1
Af(xX) = VoV*(f)(x) = / / Fdudt = Af(x) + (ﬂ sin(w) — 2 cos(a))) X — ad.
0 t w ()]

4

— - _b - i = 0.1 =z = T
Donc a4 = 0 donc @ = 0 donc - cos(w) = 0. Puisque f # 0,cos(w) = 0,i.e. In € Z,w = 5 +nx donc 4 = pEICTETR

- _ 4
Réciproquement, chaque A = Zonil? est une valeur propre.



Exercice 50 (correction)

1. On a facilement que pour deg(P) < n,deg(u(P)) < n.
2. On a en faisant deux IPP

1 1
wwu»=/ﬁa—ﬁwhWQmM=Kkm%ﬂmgwﬂﬁjkrﬁ%ﬂuﬂﬂmm

=0

puis en refaisant une IPP on a bien (u(P), Q) = (P,u(Q)).
3. On propose deux justifications

Meéthode 1 : Tout endomorphisme réel symétrique est diagonalisable en base orthonormée par le théoréme spectral.

Méthode 2 (si le théoréme spectral n’a pas encore été vu) : Puisque u(R,[X]) € R,[X] la matrice de u dans la base cano-
nique est triangulaire et puisque u(X*) = —k(k + 1)X* + --- les valeurs sur la diagonale sont —k(k + 1) qui sont donc les
valeurs propres de u. Puisqu’elles sont toutes distinctes u est bien diagonalisable.

(k) g

4. (a) Remarquons que —1 et 1 sont des racines de (X 2_1)"de multiplicité n donc pour tout k < n, [(x2 - 1)"] annule en —1

etl.SoitQ € R,_;[X],ona
! )
<R®=/[M—W]Qm@
-1

n— 1 ! n—
=Wﬁ—mf”d4—/}ﬁ—mr”am

-

g

=0

1

— [[(xz _ l)n] (n—k) Q(k—l)] ! 1 _/ [(X2 _ l)n] (n=k) Q(k) dx

1

0
Pour k£ = n cela donne bien 0 puisque Q est de degré n — 1 au plus.
(b) On remarque que deg P, = n donc Vect(F,, ..., P,_;) = R,_{[X]. On le montre par récurrence sur #n. On a bien u(F£y) = 0
donc P, vecteur propre associé a la valeur propre 0. Supposons que (P, ..., P,_;) soit une base de vecteurs propres de u,,_;.
On sait par ailleurs que les espaces propres sont en somme directe orthogonale et que ce sont des droites car les valeurs
propres sont distinctes. Soit @, un vecteur propre de u,, associé a la valeur propre —n(n + 1). Puisque P, est orthogonal a

Vect(P,, ..., P,_) ona P, € Vect(Q,) (attention c’est vrai seulement par orthogonalité des sommes !!). Donc P, vecteur
propre de u,,.

Exercice 51 (correction)

Supposons A diagonalisable et (A;) une suite de matrice de laforme A = P~ ' AP, convergeant vers une matrice B € M,,(C).

Puisque pour tout polyndéme Q € C[X] et P € GL,(C), O(P~1AP) = P~1Q(A)P les matrices A, ont toutes le méme polyndme
minimal g qui est scindé a racines simples puisque A est diagonalisable. On en déduit que u(A;) = u(B) = 0. Donc B est également
diagonalisable. Par ailleurs, pour tout kK € IN,

2(X) = det(A — X1,) = det(P_ AP, — X I,) = det(A; — X1,,) — det(B — X1,).

Donc B est diagonalisable et possede les mémes valeurs propres que A avec les mémes multiplicités. Les matrices A et B sont
donc toutes les deux semblables a la méme matrice diagonale, elles sont donc conjuguées, i.e. B € C(A). Donc, par caractérisation



séquentielle, C(A) est fermé.

Soit A € M,(C) dont la classe de conjugaison est fermée. Puisque A est une matrice complexe elle est trigonalisable (son
polyndme caractéristique est scindé par le théoréme fondamental de I’algebre). On écrit alors P"' AP = D + T avec D diagonale et
T triangulaire supérieure stricte. Soit # > 0 et D, la matrice diagonale diag(1,¢,...,#"~!). On va montrer que Dy 'O +T)D, - D
qui est dans ’adhérence de la classe de conjugaison de A. Puisque C(A) est fermée ceci prouvera alors que A posseéde une matrice
diagonale dans sa classe de conjugaison, i.e. qu’elle est diagonale. Soit 1 < i < j < net E;; la matrice élémentaire dont le coefficient
(i, j) est 1 et O ailleurs. Un calcul rapide montre que Dt_lEij D, =#~"=1 - 0. On aalors

(PD)™'(PD))=D;'DD, + D;'TD,= D+ D;'TD, > D

en écrivant T comme combinaison linéaire de E;; et par ce qui précede.

Exercice 52 (correction)

On pose
®,: GLyR) — C(A)
P — PlAP.

Il s’agit d’une application continue par continuité du produit matriciel et du passage a I’inverse.

Soit A une matrice diagonalisable. On commence par montrer que GL, (IR) possede deux composantes connexes par arcs dans
1 0
0 -1/

En effet, on peut commencer par constater que GL,(R) n’est pas connexe par arcs car det(GL,(R)) = R* qui n’est pas connexe
par arcs. Si GL,(IR) était connexe par arcs son image par une application continue serait elle aussi connexe par arcs. On remarque tout
cosf® —sind
sinf cos@
Ensuite, on considére une matrice P de déterminant strictement positif. On considere alors deux cas :

lesquelles se trouvent I, et J, = <

d’abord que I et —I sont reliées par le chemin t € [0, 1] = R,, ou Ry = > désigne la matrice de rotation d’angle 6.

Si P ne posséde aucune valeur propre négative. On considere alors le chemin ¢t € [0, 1] — tP + (1 — 1)1, s’il existe ¢t € ]0, 1] tel
que det(tP + (1 — 1)1,) = 0 alors det(P + %Iz) = 0 ce qui implique que —% est une valeur propre de P ce qui est exclu.

Sinon. Si P possede une valeur propre négative alors 1I’autre 1’est aussi car leur produit est un réel positif. Dans ce cas —I, P a ses
deux valeurs propres positives et on peut relier P a —P puis —P a I,.

Si P est de déterminant négatif alors J, P est de déterminant positif et est donc reliée continfiment a I, par un chemin y. Alors J,y estun

chemin continude P a J,. On en déduit que GL,(IR) possede deux composantes connexes par arcs GL;"(IR) = {P € GL,(R) | det P > O}

et GL;(R) = { P € GLy(R) | det P < 0}.

Puisque A est diagonalisable, on peut trouver une matrice de la forme D = <3 2) = P~1 AP dans C(A). Ona alors ® A(P)=D

et ®,(J,P) = D donc I'image par ®, de GL;(]R) et celle de GL; (R) possede une intersection non vide. Donc @ 4(GL,(RR)) est
connexe par arcs comme union de deux connexes par arcs ayant une intersection non vide.

On note A = (Z Z) .Ona®,(I,) = AetDy(J,) = <_ac _db> toutes les deux dans C(A). On peut donc les relier par
a(r)  b(1)
c(t) d@)

beaucoup plus courte mais utilise le théoréeme spectral.

un chemin continu y(¢) = < > telle que y(0) = A et y(1) = ®4(J;,). On propose alors deux conclusions. La premiere est

Méthode 1 : L’application f : t — b(¢) — c(¢) est continue car y est continue et satisfait f(0) = b—cet f(1) = —b+c¢ = —f(0) donc

; f, € C(A).

Donc A est conjuguée a une matrice symétrique réelle donc diagonalisable (en base orthonormée) d’apres le théoréme spectral.

f s’annule par le théoréme des valeurs intermédiaires. On en déduit qu’il existe ¢, € [0, 1] tel que y(#y) =



Meéthode 2 : On a alors c(0) = c et c¢(1) = —c et ¢ continue donc, par le théoreme des valeurs intermédiaires il existe ¢, € [0, 1] tel
que c(tg) = 0, i.e. y(#() est triangulaire supérieure. On peut alors, sans perte de généralité, supposer que ¢ = 0. On a alors

oo 1)= 6 ")

Donc si d # a on construit un chemin de A vers <g 2)

. . N a b
Si d = a alors on est ramené au cas ou A = (0 a)'

1 0 b
A(0) = Aet A(1) =T. En écrivant pour tout t A(¢) = A(¢) +I'(¢) avec A(?) symétrique et I'(¢) antisymétrique. Les fonctions A et
I" sont toutes les deux continues car il s’agit des projections de ¢ — A(f) sur 1’espace des matrices symétriques et antisymétrique
respectivement. On remarque que

« A(0)=A(l) = <b‘/’2 b(/f) et T(0) = <_bo/2 b62> =-T(1).

» L’espace des matrices antisymétriques 2x2 est de dimension 1 engendré par ['(0) si b # 0 (si b = 0 alors A est déja diagonale).

On remarque que T :== @y <<0 1>> = (a 2) On considere t € [0,1] — A(#) un chemin continu de C(A) tel que

On peut donc réécrire A(t) = A®) + A(H)I'(0) avec A(0) = 1 et A(1) = —1 et A continue car une application vectorielle est
continue si et seulement si toutes ses coordonnées sont continues. On en déduit que 4 s’annule en un certain fy. On a alors

Aty) = Aty) = <Z f ,>. Puisqu’il s’agit d’un conjugué de A elle a la méme trace que A a savoir 2a et le méme déterminant a>

a+a =2a . . L
donc { w - = Donc « et @’ sont racines réelles de X2 —2aX +a?+ f2 de discriminant A = 4a% —4(a + f2) = —4p2

donc p =0eta = a’ = a.Donc A(ty) = al,.
1l se trouve que si b # 0 alors la matrice A n’est pas diagonalisable, donc ce dernier cas que l'on traite n’arrive jamais.

2. Espaces préhilbertien - corrections

Exercice 53 (correction)

cos(x)
sin(x)

|1 X cos(x) + 1 X sin(x)| < 1/ cos2(x) + sin2(x)\/1 +1= \/E

Le cas d’égalité est si et seulement si les vecteurs sont colinéaires, i.e. cos(x) = sin(x) = cos(x)? + sin(x)?> = 2cos(x)? = 1, i.e.

Soit x € R. On applique I’inégalité de Cauchy-Schwartz aux vecteurs <}> et < > (avec R? muni du produit scalaire

canonique). Ceci donne

2 L
cos(x) = iT ce qui arrive donc seulement lorsque x € % + nZ.



Exercice 54 (correction)

1. Les colonnes de J forment une base orthonormée de R?" donc J est une isométrie. Par ailleurs J? = I, donc c’est une symétrie.
On a immédiatement

N [0 oy [°
ol |1 1 1 1
ker(J — I,,) = Vect||: |.]:|,---> | et ker(J + I,,) = Vect E I R O _1
o] |1 . 0 -1 .
1) \0 0 -1 0 0
La famille concaténée (u, ..., u,, v, ..., v,) étant déja orthogonale il suffit de diviser par \/5 pour la normaliser.

2. Onav= %(ul +o)+ e+ %(un + v,,) donc la projection est %ul + e+ %un.

Exercice 55 (correction)

On remarque que, puisque ¢ — ¢ est impaire, la famille (1, 7) est déja orthogonale. Donc il suffit de 1a normaliser, i.e. (e = 4 e, =

\/5?
\/g 1) est une base orthonormée de F.

La projection de 7> sur F est donnée par pF(tz) = <%, t2> % + <\/gt, t2> \/gt. Par imparité de #> on a donc pF(tZ) = % On

a donc X
2 2 1 2 4
4@, Py = || = pp) =/ (=24 Dyar=2-%4
H £ H . 3709 59

o1
|

Donc d(f%, F) = y

Exercice 56 (correction)

Supposons |a| # 1. On considere P = Y, _, ¢, X*. Ona

n
|£.(P)| = |P(a)| < Z |ex] ’ak’ < (inégalité de Cauchy-Schwartz dans R"*!)
k=0

k=0

1 — a2 1 — g2+
S||P||2\/1a— 7l <\ 5

On remarque désormais que si ¢, = a* alors toutes les inégalités sont des égalités d’apres le cas d’égalité de Cauchy-Schwartz. Le
méme raisonnement montre que ||| f||| = v/»n + 1 lorsque |a| = 1.

Exercice 57 (correction)

1. Les colonnes de M forment une base orthonormée il s’agit donc d’une isométrie. Puisque det M = 1 c’est une isométrie directe
donc une rotation autour d’un axe
2. OnaM3=1 3 (on peut le faire sans calcul ! La matrice M permute les vecteurs de la base canonique). Les valeurs propres étant

2in

de M sont inclues dans I’ensemble des racines de tout polyndme annulateur donc Sp(M) C {1, j,j 2} avec j=e3.



3. Le polyndme minimal u,, de M est un polynome a coefficient réel qui divise X3 — 1 = (X + 1)(X? + X + 1). Il s’agit donc soit
de X + 1 (impossible car M # —13), soit de X%+ X + 1 (impossible car M% + M + I; = (1)< j<3 # 0), soit de X3 —1.Cest
donc X3 — 1. Puisque p m Dest pas scindé dans R la matrice M n’est pas diagonalisable dans RR.

1 1 1
4. On remarque que det M = 1 donc c’est une isométrie directe M -| 1| =|1]donc D = E_; = Vect|| 1]]est I’axe de rotation.
1 1 1
Son plan de rotation est P = D~ : x + y+ z = 0. La restriction r, de M a ce plan est une rotation d’angle 6 et satisfait toujours
rz = r3p = idp donc 30 = 0 mod 2z donc § = %ﬂ ou @ = —2Z (si on avait 6 = 0, la restriction de M a P serait I'identité et
1 0 O
dans une base concaténée de P et D la matrice de M vérifierait A=|0 1 0 |qui ne satisfait pas A*> = I5). Pour déterminer
0 0 -1
s’il s’agit de Z oude —Z on peut déterminer la matrice de M dans une base orthonormée plus sympathique. On considere
1 1 1 1 1 0
e = 4 ,ey = L-1]et e3 = L11 (pour la trouver vous pouvez appliquer Gram-Schmidta || 1{,]—-1],] 1 [| La
V3 V2 Ve
1 0 -2 1 0 -1
1 0
premiere colonne de M dans cette base est | 0 | puisque e est un vecteur propre associé a la valeur propre 1. La seconde est | 3
0 V3
2
car Me, = —%ez + %e} Ceci nous donne cos(f) = i%ﬂ ce que I’on savait déja mais surtout sin(f) = \/75 ce qui impose 6 = 2?”

Exercice 58 (correction)

La norme du R-espace vectoriel C est donnée par le module. OnabienVz € C, | f(z)| = |iE| = |z| . Donc on a bien une isométrie.
Par ailleurs, f(z) = z & z € Vecty (1 +i). Donc f a une droite stable et /(1) =i & R, c’est qu’il ne s’agit pas d’une rotation mais
d’une symétrie orthogonale par rapport & Vect (1 + i) parallélement a Vecty (1 + i)t = Vectg (1 —i).

Exercice 59 (correction)

Par définition

s @I (L)) (), %)
AR = sup ="2h = sup el = sup S
oy (x> evop o (6x) E\(o}  {x.x)
Par ailleurs, I’endomorphisme f* f est auto-adjoint donc diagonalisable dans une base orthonormée (e, ... ,e,) d’apres le théoreme

spectral. En écrivant x = 27 | X;e; on a donc

(F*f(x),x) = <Z A[xl-,x,»> = Z/lixi2 < max{ﬂ e Spec(f*f)} z:xl2 = max {/1 € Spec(f*f)} Bk
i=l i=l i=1

Ceci prouve que ||| f]| |2 < max {4 € Spec(f*f)} = A;. Par ailleurs, en considérant j € {1, ..., n} tel que e; est un vecteur propre de

2
la base qui est associé a la valeur propre maximale 4; on a (f*f(ej),ej> =4 =4 X ||ej|| ce qui prouve que ||| f]]|* > Aj.

Exercice 60 (correction)

1. Soitx € R".Ona
(AT Ax,x) = (Ax, Ax) = || Ax|| > 0.



2. D’apres le théoréme spectral il existe une base orthonormée B = (e, ..., e,) de R" de vecteurs propres de AT A associée a ses
valeurs propres 44, ..., 4,. On a alors pour i # j,

(Aei,Aej> = (ATAei,ej> = (ﬂiei,ej) = ﬂj <e,»,ej> =0.

La famille (Aey, ..., Ae,) est donc orthogonale.

3. On suppose désormais que A est inversible. La famille 7 est alors une base de R”. On note d; = ||Aei|| > 0 de sorte que la
famille 7 = (dilAel, ey d%Ae,,) est orthonormée. La matrice de I’endomorphisme associé a A dans les bases 3 et F est alors
la matrice D = diag (d Lsoees dn). Autrement dit, en notant C la base canonique on a

PepAPpc =D

Sibienquona A = UDV avec U = Pg. etV = Pqr qui sont bien des matrices orthogonales car il s’agit de matrices de passage
d’une base orthonormée a une autre. la matrice diagonale dont la diagonale est formée des di‘l. Les colonnes de la matrice
(Ae| Ae, ... Ae,)D forment une base orthonormée par construction donc il s’agit d’une matrice orthogonale.

Exercice 61 (correction)

Les colonnes (cy, ..., ¢,) de la matrice A forment une base que I’on orthonormalise grice a I’algorithme de Gram-Schmidt. Pour
x € R"\ {0} pose =, la projection orthogonale sur Vect(x). On définit alors

el = LCI et I‘{ = (||c1||_1 0 e 0)
[ |
=— ((:2 —ﬂel(Cz)) =||ea||” 2 = A2y et I = (11’2 o] - 0)
~leal
1 - -
ep = ||C || <Cn - ”ek_l(cn) -t ”e](cn)> = ||cn|| : Cp — ’ln—l,ncn—l - ’ll,ncl et rT = (Al,n AZ,n ||Cn|| 1)
n
On note alors Q = (e; -+ e,) orthogonale par construction et R~! = (r; --- r,) triangulaire a diagonale strictement positive par

construction aussi. On a bien, par définition Q = AR !donc A = OR.

Exercice 62 (correction)

1. OnaVx,y € E, (u(x + y),x + y) = 0. En développant par bilinéarité on a
(u(x), x) + (u(x), y) + (u(y), x) + (u(y), y) = 0.
—— ——
=0 =0
Ce qui donne bien ce qu’on veut.

2. En reprenant la relation trouvée a la question précédente et, puisque I’inverse de u est son adjoint, on a
VX, y € E,(u(x), ) + (), x) = (u(x), y) + (p,u~ () = (u™' () +u(x),y) =0

donc Vx € E,u"'(x) + u(x) = 0, i.e. u*(x) = —x. On en déduit que X2 + 1 est un polyndme annulateur de u. Puisqu’il est
irréductible il s’agit de son polynome minimal et du seul diviseur irréductible de son polyndme caractéristique y,. Ainsi y, est
une puissance de X2 + 1. Ainsi, son degré, qui est la dimension de E, est pair.



3. Soit x € E un vecteur quelconque. On pose P; = Vect(x, u(x)). I s’agit d’un plan stable par u car u(u(x)) = —x € P,. Par
conséquent, PlL est un espace stable par u et de dimension n —2 et u; p1 est toujours une isométrie satisfaisant u?> = —id. On peut
1

donc terminer par récurrence. Enfin, sur chaque P, la restriction u; = upp, de u reste une isométrie. La classification des isométries
1
du plan nous indique alors que u; est soit une symétrie orthogonale soit une rotation. Si u; était une symétrie on aurait u> = idp,
1
et pas u> = —idp comme c’est le cas. Donc ; est une rotation d’angle 6 que 1’on note r, qui vérifie r2 = r,y = —id = r, donc
I i 0 7

20 =7 mod 2z donc 6 € {i%}

Exercice 63 (correction)

1. Soit f un endomorphisme autoadjoint de rang 1. Donc il existe a # 0 tel que f(E) = Vect(a). On écrit alors f(x) = £(x)a avec
¢ une forme linéaire. D’apres le théoréme de représentation des formes linéaires 3b € E,Vx € E,¢(x) = (b, x) . Puisque f est
autoadjoint on a pour tout x,y € E,

(f(x),y) ={x, f(») © (b, x)(a,y) = (b, y)(a,x).
En prenant y € at et x = aona (b,y) = 0donc b € (a+)* = Vect(a). Donc 31 € R,Vx € E, f(x) = A(a, x) a. L autre sens est
immédiat.
2. Soit x un vecteur propre pour une valeur propre 4. On a f(x) = Ax & (4 — 1)x = (x,a) a. On remarque alors que si 4 # 1,x €
Vect(a) \ {0} auquel cas x = pa donc (A — D)u = pu{a,a) donc A =1+ (a,a) etker (f — (1 + (a,a))id) = E\(a,q) = Vect(a).
D’autre part, A = 1 équivaut 2 x € a*. On a donc

E=E ®E(,q = Vect(a) ® at.

On voit donc que f est I’identité sur I’hyperplan a* et une homothétie de rapport 1 + (a, a) sur Vect(a).

Exercice 64 (correction)

On note m la dimension de E.
1. Soit y € img et x € ker g. Il existe alors z € E tel que y = g(z) et g(x) = f(x) —x =0, ie. f(x) = xetx = f*(x) car
f~1 = f*. Onaalors

(¥, x) = (8(2), x) = (f(2) — z,x)
= (f(z),x) - <va> = (Z’ f*(x» - (Z’ X> =0.
On a alors img C (ker g)*. Par ailleurs, par le théoréme du rang, dim (im g) = m — dim (ker g) = dim (ker 2)*. On a donc une

inclusion d’un espace vectoriel de dimension finie dans un autre de méme dimension donc ils sont égaux ; im g = (ker 2.

2. Puisque E est de dimension finie on a une décomposition en somme directe orthogonale E = ker g @ (ker gt =kerg @img.
Soit x € E, que I’on écrit de I'unique maniere x = x + y avec xy = p(x) € ker g, i.e. f(xg) = xg ety = g(z) = f(z) — z pour
un certain z € E. On en déduit que Yk € IN*, f*(xo) = ¥ 1(xy) = xo et £5(») = f*1(») — f*(). On a alors

n

1 % 1
m@=;2¥ﬁ%+w=220m+ﬁwn

=0
n
1 1 P
=X+ Z @) - 42) = pto + - (f"™(2) - z) (par télescopage).
k=0
On a alors lz — Oet

1 on Ll en 1
)| = 2| = 1 el

n n n

car f étant une isométrie, elle préserve la norme. On a donc bien lim p,(x) = p(x).
n—+o0o



Exercice 65 (correction)

Si H = K alors s; = s donc ils commutent bien. Supposons que H* C K. En particulier H + K = E et d’apres la formule
de Grassmann on a
dim(E) = dim(H) + dim(K) — dim(H n K)

donc dim(H n K) = n — 2. Puis on a une décomposition orthogonale H N K @ K+ @ H*'. Soit (ey, ... ,e,_,, Uy, V) une base
de E telle que (ey, ... ,e,_,) est une base de H N K et vy dirige H' et vy dirige K. On a alors pour tout i < n— 2,

sg(sy(e)) =skle) =e =sp(sgle))

SK(SH(UH)) = _SK(UH) = —Uyg car HJ' C K
=sy(sgvy))
sg(sg(vg)) =sg(vg) = —vg = sg(sg(vg))

Donc sy et sx commutent sur une base donc commutent (on peut aussi conclure que les deux endomorphismes sont diagona-
lisables dans une méme base donc commutent car commutent sur chaque espace propre puisque leur restriction est alors une

homothétie).
On pose vy € H*\ {0} et vg € K+ \ {0} des vecteurs directeurs des orthogonaux. On a sg (s (V) = sg(—vg) = —sg(vg)
mais, puisque les deux endomorphismes commutent ona aussi s g (s g (V) = sg(sx(Vy)) = —sg(vy) donc sg(vy) € ker(sy+

id) = Vect(vy). Puisque sg est une isométrie on a sg(vy) = +vy. Si sg(vy) = vy alors HY C K = ker(sg — id) sinon
Ht C Kt ie. K C H mais alors K = H par égalité des dimensions.

Exercice 66 (correction)

Prenons le probléme a I’envers et considérons un triangle du plan dont les sommets sont x, x, et x3 € IR2. Quitte 4 déplacer notre
triangle on peut supposer que ses médiatrices Dy, D, et D5 se croisent en (0, 0). On considére les 3 symétries orthogonale s; d’axe
respectif D;. Quitte a renommer les droites on peut supposer que s;(x;) = X,, 55(X,) = x3 et s3(x3) = x;. Autrement dit,

53(55(51(x1))) = x4.

Ceci revient a dire que x, est un point fixe de I’isométrie s, = s30s,0s,. Cette isométrie du plan vérifie det s, = (—1)3 = —1. Il s’agit
donc d’une isométrie indirecte du plan donc d’une symétrie qui admet pour axe de symétrie Vect(x;). On construit les autres axes de
facon similaire.

Partant de 3 droites distinctes on procede ainsi pour déterminer 1’axe de s, :

— On part d’un point quelconque non nul x € R?.
— On considere le symétrique x’ de x par sy, puis x” de x’ par s,, puis y le symétrique de x”’ par s5.

— Le point y est donc le symétrique de x par la symétrie orthogonale s(. Autrement dit x; = XT” se trouve sur I’axe de s. On trace
alors la droite Vect(x;). On obtient alors x, = s;(x;) puis x3 = 5,(x,) ce qui nous donne un triangle dont les médiatrices sont
Dl . Dz et D3 .

Exercice 67 (correction)

Soit (E,{, )) de dimension 1. Les seules isométries sont x — x (identité) et x — —x (une réflexion). Donc c’est bon.
Soit n > 1 tel que toutes les isométries de tout espace euclidien de dimension # soient la composée d’au plus » réflexions.
On considére f : E — E isométrie d’un espace euclidien (E, {, }) de dimensionn + l et x € E \ {0}.

Cas1: f(x) = x. Onaalors D = Vect(x) stable par f et, puisque f est une isométrie, F = D est aussi stable par f. Par ailleurs,
F est de dimension n puisque D est de dimension 1. D’autre part f est une isométrie de (F, (, )) donc il existe py, ..., p, des
réflexions d’hyperplan H; et d’axe D; de F telles que fp = pjo - op, avec r < n. Onpose p; : E — E telle que p;(x) = x

et /7i| r = p;- 1l s’agit de réflexions d’axe D; et d’hyperplan FI: = H; + D. En effet, ce sont des isoméfries car ce sont des



isométries sur des sous-espaces de E qui sont orthogonaux et I’hyperplan E est bien stable de méme qu’on continue d’avoir
Yv € D;, p;(v) = p;(v) = —v.
Enfin, Vv € F on a bien
fia(©) = pro -+ 0p,(v) = po -+ 0p,(v)
et f(x) =x = pjo - op,(x). Donc on abien f = pjo - op, sur E.
Cas 2 : f(x) # x. Dans ce cas on considere p, la réflexion d’axe D = Vect(f(x) — x) et d’hyperplan DL. On aalors po(f(x)) = x.
On en déduit que I'isométrie pyo f vérifie le cas 1 donc il existe au plus » réflexions p;, ..., p, telles que pyof = pjo - 0p,, i.e.

f= PoOP1O  Op,.

Donc f est bien composée d’au plus # + 1 réflexions.

Exercice 68 (correction)

1. Les isométries d’une droites sont juste +id donc c’est bon. Si dim E = 2 alors les isométries sont
* les symétries orthogonales f qui vérifient f}, = idy, et fj, = —idy, avec V' la droite stable (le "miroir" de la symétrie) et
W = V<1, ladirection de la symétrie.
« les rotations.
donc c’est bon.
2. (a) Si on trouve un tel espace on pourra alors appliquer I’hypothése de récurrence (forte) aux restrictions de f a F et FL et on
aura gagné.
(b) Si f aune valeur propre réelle A et x € E \ {0} un vecteur propre alors F = Vect(x) est stable et non trivial donc on a gagné.
(c) i. Puisqu’on travaille dans IR” on peut identifier f a sa matrice M € M ,(IR) dans la base canonique. Un vecteur propre
x € C" associé A 4 satisfait donc Mx = Ax donc Mx = Mx = Ax puisque M est & coefficients réels.
ii. On propose deux preuves :

Méthode 1: Chaque coordonnée des vecteurs u = % (x + f) etv = % (x - E) est réelle donc ils sont bien dans R”. Par
ailleurs, puisque 4 # 2 les vecteurs x et X ne sont pas colinéaires donc (x, x) estune base de F = Vectg(x, x) = Cx+Cx
et on a immédiatement Vectg(x, x) = Vectg(u, v). Puisque F est stable par M on a bien Mu et Mv € Vectg(u, v) on
peut alors écrire Mu = au + fv pour a, f € C mais alors

Mu= Mu = au+ pu.
Par unicité de 1’écriture d’un vecteur dans une base on a alors a = « et ﬁ = fdonca,f € Ret Mu, Mv € Vecty(u, v)
donc F = Vecty (u, v) stable par f.
Méthode 2: On pose u = % (x+X)etv= le (x = X). On peut résoudre f (u) = % <ﬂx +Z§> = au + pu, on trouve
= % eRetf = —% € R. De méme pour f(v) = yu + év on trouverait bien des solutions avec y, 6 € R.

Exercice 69 (correction)
1. (a) Sion peut exprimer un des x; comme combinaison linéaire des autres x; = k) Xy alors Vi,
<xi’xj> = z Age {Xi5 X)
k#j

ce qui donne une combinaison linéaire des colonnes de Gram(F) donc G(F) = 0.
Réciproquement, si G(F) = 0 les colonnes de Gram(F) sont liées donc il existe 4; tels que Vi,

p p
Z A (xps X ) = <xi’ Z ikxk> (L)
k=1 k=1



(b)

2. (a)

(b)

En faisant la somme des A; L; on obtient

n n
<Z Aixj, Z lkxk> =
i=1 k=1

2
=0

n
2 bt
k=1

donc Y/ _, A,x; = 0 donc F est liée.

(Application). On pose V1 < i < n,x; = e; — e, et on montre que cette famille est libre. Pour cela on va montrer que
2

sa matrice de Gram est de déterminant non nul. On note d = Hei —e; H lorsque i # j, la distance commune au carré. On

commence par remarquer que tous les (x[, x j> sont égaux lorsque i # j. En effet,

2
Hej —ei|| = <ej —ee; —ei>
= <ej —€ur1 T ey — €i>€j — €t te, _ei>

2
= Hej _en+1H _2<ej _en+1’ei_en+1> + ||en+1 _ei||2'

Ce qui donne <xi, xj> = %d. Ainsi, la matrice de Gram de la famille (x, ..., x,) est

1

2
1
Gram(xy,...,Xx,) = Ed .

1
2 1

. .|=5dA
Do 2
I 1 - 2
Pour voir que cette matrice est inversible il suffit de voir que A I’est. Pour cela on peut calculer ses valeurs propres qui sont
évidentes. En effet, 1 est valeurs propres de multiplicité au moins n — 1 car A — 31 est la matrice composée que de —1 donc
de rang 1 donc son noyau (1’espace propre associé a la valeur propre 1 est de dimension n — 1 par le théoréme du rang). La

derniére valeur propre 4 satisfait A + (n — 1) = Tr(A) = 2ndonc A = n + 1 # 0. Puisque O n’est pas une valeur propre la
matrice est inversible. Vous pouvez aussi bien calculer le déterminant directement et vous devriez trouver det(A) = n + 1.

On pose H = Vect(F) et on écrit x = x 7 + x* avec x5y € H et {xy,x1) = 0 de telle sorte que d(x, H) = ||x*||. Ona

(x,x)  (x1,x) (X, x)
(x, x,,)
<xl’xl> (xy,x) (Xpps X) (Xg>xp) (x1,xp) (X X 1)
_| o | Gemex)
: G(xXqy .o Xy) : G(X1,...,X,,)
0 <xH’xm>

v
G(xf,X1,...,X,,)=0 car famille liée

||xJ‘”2 det(G(x,, ..., x,)) = d(x, H)? det(G(x,, ..., x,)).

2 0 2
20 3
On a det(G(1,1)) = '0 % = ;iet det(G(1,1,12)) = (2) % (2) = % donc d(#2, Vect(1,1))? = 1332;34 = % d’olt
5 053
2v2

d(#2, Vect(1,1)) = j

P



Exercice 70 (correction)

1. Soit P, Q € E, par croissance comparée lirJP x2P(x)Q(x)e™* = 0 donc P(x)Q(x)e ™ = o ( ! > en +oo donc notre fonction est
X—>+00
intégrable en +oo (pas de souci en 0).

2. Avec une intégration par partie en posant u = x™ et v = e~* on obtient

+o0 +o0
/ x"eXdx = m/ X" e *dx.
0 0

De plus f0+°° e *dx = 1 donc, par récurrence f0+°° xMe *dx = m!.
3. (a) Ona Hnl NnE, EP H, = E,. En effet, I'inclusion est immédiate. Pour I’autre on sait que E, C E = Hnl GP H,, donc pour
tout P dans E, on peut écrire P = P, + P, avec P; € Hnl et b, € H,donc P =P—P, € E, donc P, € Hj N E,. Puisque
dim H,, = n on a bien dimHnl NE,=1.
Attention : En général on n’a pas (F EP FYHYONE=(FNnE) EP (FLnE) (prendre F une droite dans R? et E une droite

distincte de F et F1).

(b) La famille (H} )o<;<, est une famille libre de E,. En effet, siona Y, _, 4, H; = 0 alors en évaluanten X = —lona Ay =0
puisen X = =2 on a A; = 0 etc. Puisque cette famille comporte n + 1 vecteurs et que dim E,, = n+ 1 c’est une famille libre
maximale donc une base donc tout polyndme de E, s’écrit de maniere unique comme combinaison linéaire des H,.

(c) Onag € E,. Calculons <g,Xf> pour 1 <7 < n.

n

<g,Xf> Z / k+f e ~dx Z _(k_l_bp)’

kO

= Z B H() = (£ = 1)+ (£ =€) (£ —n) =
k=0

Onadoncbien g € H,NE, et g # 0 car cela signifierait que tous les b, sont nuls ce qui est impossible car (X —1) --- (X —n) #
0. Donc g dirige bien la droite vectorielle.

(d) Ona

(g.8) = ZZ;—k’j(+k)'—Zb,.Zbk (’%l’f)' = by Y by Hy(0) = by(=1)"n!

i=0 k=0 i=0 k=0 \ , k=0
H; ())=0sii>0

On remarque, en évaluant[Tjen —1 que by = (—=1)"(n + 1)! ce qui conclu la preuve.

i 1 = _& \y_8& = = = 7
(@ La prOJeCtlon de 1 sur H,, est p,(1) < ||g||2> S = Lo (Lg)g. Or (1.g) = TysgbeHi(®) = (~1)'n! done
p,(1) = +1)vg Enfin la distance de 1 a H,, est donnée par la racine de
2 (=" 1 1 1 1
1-p,(D|;=(1,1)=-2 1 _— =1-2—+—=1- .
|1 = pu(D[f; =(1,1) T ,g>+(n+1)!2 (g.8) po i 1

Donc d(1,H,) = /1 - ﬁ



Exercice 71 (correction)

1. (a)

(®)

OnposeI:%(A+B).OnaVMEE,

|A-M|?=||B-M|>?>(A-M,A-M)=(B-—M,B—M)
S{(A-T+I-M,A-T+1-M)=(B-1+1-M,B-1+1-M)
SA-IP+2I -M, A=)+ ||I -M|*=||B=I|>+2U -M,B-1I)+||I - M|?
4(I-M,A-—T)=0car ||[A—1I||=||B-1]|
& (I-M,A-B)=0

Donc on a bien M — I € Vect(B — A).
Par définitionon a A; + A, + A3 + A, = O et A5 et A4 sont a égale distance de A; et de A, donc font parti du plan affine
Vect(A, — Ayt + %(Al + A,). On a donc

Al+A2+A3+A4:2<%(A1+A2)>+A3+A4=0

puis, en divisant par 4 cela fait apparaitre 0 comme barycentre de points du plan affine. Puisqu’un plan est convexe, 0 en fait
parti. Autrement dit, ||A; — O|| = ||4; — 0||. De la méme fagon on a ||A4;|| = HA/H pour tout i, j. Quitte & composer par
une homothétie on suppose dans la suite que Vi, ||4;]| = 1.

Si on considére un point P € T, de norme 1 i.e. il existe Af,..., A4 telsque 0 < 4, < letA + -+ 4y =1etP =

MA + - + A4 Ay alors
4

1= ||P|| < ||A1AL]] + ]| 4242 + 4345 + 44 A4]| < Z A =1
i=1
Par le cas d’égalité de I’inégalité triangulaire on en déduit que 4;A; et A, A, + 4345 + A4, A, sont positivement colinéaires.
Donc A; = letd, = A3 = A4 = O ou alors il existe A > 0 tel que 4;A; = A4, A, + 1345 + 14 A,). Mais, puisque
—A; = Ay + A; + A, est 'unique écriture de A, dans la base (A,, A3, A4), on en déduit que A; = 4 = 0 (par positivité¢). On
en déduit que ||, A, + 4343 + A4A4|| = 1 et on conclut de la méme maniére qu'un des 4; vaut 1 et les autres sont nuls.

2. Il s’agit d’un sous-groupe de O;(R) car id € Isom(T) et Vf, g € Isom(T), fog~(T') =T donc fog™! € Isom(T).

3. Les sommets de 7" sont les seuls points du tétraédre de norme 1. Par ailleurs, V f € Isom(T), || f(4,)|| = || A;|| donc f(4;) estun
¢lément de 7' de norme maximale donc c’est I'un des A;. La restriction de f a .S reste injective car f est injective mais puisque
S a un nombre fini d’éléments et que f|s est a valeurs dans S elle est aussi surjective donc bijective.

4. (a)

11 suffit de montrer que
@:. Isom(T) — &(S)
f — f IS
estun isomorphisme de groupe car &(S) ~ &,. La question précédente montre que I’application ¢ est bien définie seulement.
@ est un isomorphisme de groupes : Il est clair qu’il s’agit d’un morphisme de groupes car les lois de groupe de Isom(T")
et ©(.S) sont la composition.

@ est injective : Soit f € Isom(T') telle que @(f) = idg, i.e. f fixe un a un les 4 sommets. Donc f est une isométrie (donc
une application linéaire) qui coincide avec id sur une base donc c’est ’identité sur R>.

@ est surjective : On va montrer qu’on peut atteindre toutes les transpositions. Soit 7 = (A}, A;) € &(S). On pose f la
réflexion de plan Vect(43, A4). On a vu qu’alors, puisque %(Al + A,), Az et A, sont a égale distance de A; et de A, ils
appartiennent au plan tangent Vect(A; — Az)l. Autrement dit, I’axe de la réflexion f est Vect(A; — A,) donc

fA)=f <%(A1 +Ay)+ %(A1 _ A2)> = %(A1 +Ay) - %(A1 —Ay) = A,



(d)

Donc o(f) = 7.
Enfin, puisque les transpositions engendrent ©(.S) et qu’elles sont toutes contenues dans 1’image de ¢ il s’agit bien d’un
morphisme surjectif.

Le déterminant d’une isométrie réelle est a valeurs dans {—1, 1} donc det et eo¢ sont des morphismes de groupes de Isom(7")

dans {—1,1} et si f est une réflexion det(f) = —1 et e(p(f)) = —1 car @(f) est une transposition. Puisque les réflexions
engendrent Isom(T") d’apres la question précédente det et o coincident sur des générateurs donc coincident partout.

Exercice 72 (correction)

1. (a)

(b)

Onpose I =2 (A+B).OnaVM € E,

|A-M|>=||B-M|*<(A-M,A—M)=(B—M,B— M)
S(A-I+I1-M,A-I+1-MY=(B—I+I-M,B—1+1-M)
SA-TI|P+2I -M, A=)+ ||I -M|>*=||B=I|>+2U -M,B—-1I)+||I - M|?
o4(I-M,A-T)=0car ||[A—1I||=||B-1]|
s (I-M,A-B)=0

Donc on a bien M — I € Vect(B — A).
Par définitionon a A; + A, + A3 + A, = O et A5 et A4 sont a égale distance de A; et de A, donc font parti du plan affine
Vect(A; — At + %(Al + A,). On a donc

Al+A2+A3+A4=2<%(A1+A2)>+A3+A4=0

puis, en divisant par 4 cela fait apparaitre 0 comme barycentre de points du plan affine. Puisqu’un plan est convexe, O en fait
parti. Autrement dit, ||A; — 0|| = ||4, — 0||. De la méme fagon on a ||4;|| = ||AJ|| pour tout i, j. Quitte & composer par
une homothétie on suppose dans la suite que Vi, ||4;|| = 1.
Si on considére un point P € T, de norme 1 i.e. il existe Ay,..., 44 telsque 0 < 4, < letA4; + -+ 4y =1let P =
MAL+ -+ A4 A, alors
4
L= [P < || A || + || AAs + 2345 + AuAy|| < D A,

i=1

Il
—_

Par le cas d’égalité de I’inégalité triangulaire on en déduit que A, A; et A, A, + 4345 + A4 A, sont positivement colinéaires.
Donc 4y = let Ay = A3 = A4 = O ou alors il existe 4 > 0 tel que A{A; = A(A, A5 + 1345 + A4 A4). Mais, puisque
—A| = Ay + A3 + A, est'unique écriture de A dans la base (A,, A3, A,), on en déduit que A; = A = 0 (par positivité). On
en déduit que ||4,A, + 4343 + A44A4|| = 1 et on conclut de la méme maniére qu'un des 4; vaut 1 et les autres sont nuls.

2. Il s’agit d’un sous-groupe de O5;(R) carid € Isom(T) et Vf, g € Isom(T), fog=(T) =T donc fog™! € Isom(T).

3. Les sommets de 7" sont les seuls points du tétraédre de norme 1. Par ailleurs, V f € Isom(T), || f(4,)|| = || A;|| donc f(4;) est un
¢lément de T' de norme maximale donc c’est I'un des A ;. La restriction de f a S reste injective car f est injective mais puisque
S a un nombre fini d’éléments et que f|s est a valeurs dans S elle est aussi surjective donc bijective.

4. (a)

11 suffit de montrer que
@: Isom(T) — &(S)
f — f IS
estun isomorphisme de groupe car &(S) ~ &,. La question précédente montre que I’application ¢ est bien définie seulement.

@ est un isomorphisme de groupes : Il est clair qu’il s’agit d’un morphisme de groupes car les lois de groupe de Isom(7")
et ©(.5) sont la composition.



@ est injective : Soit / € Isom(T') telle que @(f) =idg, i.e. f fixe un a un les 4 sommets. Donc f est une isométrie (donc
une application linéaire) qui coincide avec id sur une base donc c’est Iidentité sur R3.

@ est surjective : On va montrer qu’on peut atteindre toutes les transpositions. Soit 7 = (A}, A;) € &(S). On pose f la
réflexion de plan Vect(43, A4). On a vu qu’alors, puisque %(Al + A,), A3 et A, sont a égale distance de A; et de A, ils
appartiennent au plan tangent Vect(A; — A,)*. Autrement dit, I’axe de la réflexion f est Vect(A; — A,) donc

A =f <%(A1 +A)+ %(A1 _ A2)) = %(Al +Ay) - %(Al —Ay) = A,

Donc o(f) = .
Enfin, puisque les transpositions engendrent &(.S) et qu’elles sont toutes contenues dans I’image de ¢ il s’agit bien d’un
morphisme surjectif.

(b) Le déterminant d’une isométrie réelle est a valeurs dans {—1, 1} donc det et eo@ sont des morphismes de groupes de Isom(7")
dans {—1, 1} et si f est une réflexion det(f) = —1 et e(@(f)) = —1 car @(f) est une transposition. Puisque les réflexions
engendrent Isom(7") d’apres la question précédente det et eog coincident sur des générateurs donc coincident partout.

3. Groupes, anneaux et arithmétique - corrections

Exercice 73 (correction)

Soit x € A\ 0 alors xA est un idéal de A qui n’est pas réduit & {0} car il contient x. Il s’agit donc de A donc il existe y € A tel
que xy = 1. Donc A est un corps.

Exercice 74 (correction)

Par hypothese 1’ensemble {(x") | n € IN*} est fini donc il existe j > i tel que {x/) = (x'). Doncil existe a € A tel que x' = ax/

donc x’ (1 — ax/~") = 0 donc (par intégrité) ax’~" = 1 donc x est inversible d’inverse ax/~~1,

Exercice 75 (correction)

1. C’est clair en écrivant % € Q \ {0} sous forme irréductible.

2. Onabien 0 € I. Soienta € A, x € I et montrons que ax € I. Si ax était inversible d’inverse alors x aurait ay pour inverse ce
qui n’est pas possible. Soient x, y € I. On écrit dans K

xty=x(1+xy) exby=y(1+70)

or x"'y ou xy~! € A par hypothése donc au moins 1’une des deux relations est dans A. On peut alors toujours factoriser x + y
par un non inversible donc x + y € I.

3. Soit J un idéal quelconque et supposons qu’il contienne un inversible x € A alors 1 = xx~! € J par stabilité de J par produit
par un élément de A. Donc pour tout y € A,1-y € J donc J = A. Donc les idéaux propres sont constitués de non inversibles
donc sont inclus dans 1.



Exercice 76 (correction)

. . L 4. a 1
On commence par remarquer que Z C A car 1 € A. On remarque aussi que si une fraction irréductible 3 est dans A alors 3 € A.
En effet, en considérant une relation de Bézout au + bv = 1 on a

a au+bv 1

- u + v = = -

b e~ —— b b
€A €A

On peut maintenant attaquer le coeur du probleme. Soit I C A un idéal quelconque. On veut montrer qu’il est principal.
L’ensemble I N Z est un idéal de Z donc de la forme dZ pour un certain d € IN. On en déduit que dA C I. Réciproquement,

. a D > 414 a s s 14
soit 3 € I une fraction irréductible. L’élément Bb = g estdans I N Z comme produit d’un élément de I avec un élément de A donc

/
. a a
a = dd’ pour un certain @’ € Z. On a donc 3= d "
——
o N——
)

Exercice 77 (correction)

On abien 0 € J. Soient x € J et b € A, on abienVa € A, 1+ abx € AX car x € J. Soient x, y € J, on veut montrer que
x+ye€ J,ie. quepourtouta € A, 1+ a(x + y) inversible. Soita € A, on a

1+a(x+y)=1+ax+ay=(1+ax)(1+(1+ax)_1y)

qui est bien inversible comme produit d’inversibles.

On pose M = (1 m eton veut montrer M = J. On va faire une double inclusion « contraposée », c’est-a-dire qu’on va
m maximal
montrer que A \ 9N C A\ J et 'inclusion réciproque.

Soit x ¢ I alors il existe m un idéal maximal tel que x € m. On en déduit que 1’idéal m + x A est un idéal contenant m mais
différent de m car il contient aussi x. Il s’agit donc de A tout entier. Il existe alors m € m et a € A tels que m — ax = 1 donc
1 + ax = m. L’élément 1 + ax ne peut étre inversible car il appartient a un idéal propre donc x & J.

Soit x ¢ J alors il existe a € A tel que 1 + ax non inversible. L’idéal principal (1 + ax)A est alors un idéal propre qui est par
conséquent inclus dans un idéal maximal m d’apres le Lemme de Krull. Donc 1 + ax € m mais alors si on avait x € m on aurait
aussi 1 = 1 + ax — ax € m ce qui impliquerait que m contient un inversible donc que m = A ce qui est absurde.

Exercice 78 (correction)

Le chiffre des unités correspond au reste de la division euclidienne par 10. On a 20242024 420232023 = 42024 4 32023 1104 10. On
remarque que 3 est inversible dans Z/107Z et que, par le théoréme d’Euler, 3?10 = 3* = 1 mod 10 donc 32023 = 3202043 = 33 = 7
mod 10.Ona4? = 16 = 6 = —4 mod 10 d’ot ’on déduit (par une récurrence qu’il faudrait rédiger) que puisque Vk > 1,6K = 6
mod 10 alors 42¢ = 16% = 6% = 6. Finalement, 20242924 4 20232023 = 6 + 7 = 3 mod 10. Donc le chiffre des unités est 3.

Exercice 79 (correction)

Puisque 25 et 21 sont premiers entre eux, d’apres le théoréme d’Euler 21925 =1 mod 25. Or p(25) = p(5°) = 5x(5—=1) = 20.
On en déduit donc que 21'° = 217! mod 25 ot1 21! désigne I’inverse modulaire de 21. Pour le calculer il suffit de multiplier I’inverse
modulaire de 3 avec I’inverse de 7. On remarque que 3 X 8 = 24 = —1 mod 25 donc —8 est I’inverse modulaire de 3. De méme
7> = 49 = —1 mod 25 donc —7 est I’inverse de 7 modulo 25 (on pourrait aussi bien appliquer 1I’algorithme de Bézout étendu pour
trouver les inverses modulaires si on ne voit pas directement ces relations). On en déduit que 21!° = -8 x =7 = 6 mod 25.



Exercice 80 (correction)

11 s’agit de calculer 910" 'mod 10". Pour cela on va appliquer le théoréme d’Euler. On a ¢(10") = 2"~ 15" 1 x (5 - 1) = 4 - 10"
Par ailleurs - » . . 1
9107 _ 10771410 _ g2xdx107! g2x10"~! _ g ax107 I 3ax10m — oo

d’apres le théoréme d’Euler.

Exercice 81 (correction)
1. 11 faut vérifier que y(a, b) ne dépend pas des classes de a et de b. On a
w(a+ kn,b+¢m)=vm(a+ kn) + un(b + £m) = vma + unb + vkmn + umn = y(a, b).
=0

Enfin, pour tout x € Z/nmZ on a w(@p(x)) = vmx + unx = (vm + un)x = x (d’aprés ce qui précede on peut choisir la classe
que I’on veut de a et de b pour calculer y(a, b) donc pour (x mod n,x mod m) on peut choisir x identifié avec un représentant
entier). On en déduit que y est I’inverse a gauche de ¢. Puisque les ensembles de départ et d’arrivée sont finis de méme cardinaux
on en déduit que y est bijectif et qu’il s’agit de I’inverse de @.

2. Onpose @ : Z/777 — 7./7T7Z X 7 /117 I’'isomorphisme du théoreme des restes. Puisque ¢ est bijectif, un élément x € Z /777

vérifie x2 + x + 1 = 0 si et seulement si p(x% + x + 1) = @(0) = (0,0) et, puisque @ est un isomorphisme d’anneaux (il respecte
I’addition et la multiplication) ceci équivaut encore a

0(x)? + @(x)+ @(5) = (0,00 & (x> +x+5 mod7,x>+x+5 mod 11) = (0,0).

Autrement dit, résoudre x> + x + 5 dans 7 /777 est équivalent i résoudre x> + x> + 5 dans Z /77 et dans Z/11Z. Si on obtient

des solutions dans chacun des deux anneaux on pourra reconstituer les solutions dans 7 /777 grice a y, I’inverse de .

Résolution locale : On veut résoudre x> + x + 5 dans Z/77. Je propose trois méthodes, la premiére plus classique mais 4 prendre

avec beaucoup de précautions au niveau des notations pour les raisons que je détaille a la fin. Je précise que je fais tous les calculs

dans Z /77, je ne mets donc ni modulo, ni barre verticale car le contexte est clair.

Méthode 1 (avec le discriminant) : Oncalcule A = 12—4x5=—-19=—-19+21 =2 =247 =9 =32, Ainsi § = 3 est
une racine de A = 2 (et —3 est ’autre). Par ailleurs I'inverse de 2 est 4 car 2 X 4 = 8 = 1. Donc les deux solutions sont
x=4(-14+3)=1et4(—-1-3) = —-16 = —16 + 21 = 5. Attention, ici il ne faudrait surtout pas écrire des grossiéretés

—-1+4/2 1
comme « Les racines sont — ». Les écritures — et \/2 n’ont a priori aucun sens. C’est, selon moi le danger de cette

méthode ; encore un encouragement a se passer le plus possible du discriminant et a chercher des racines évidentes/passer
par la forme canonique le plus possible.

Méthode 2 (avec racines évidentes, le plus rapide) : On remarque que 1 est une racine évidente. Par les relations coefficients
racines 1’autre racine x vérifie 1 X x = 5 donc x = 5 est I’autre racine.

Méthode 3 (avec la forme canonique, la plus siire et générale) : On écrit

X2 4x4+5 = X242%x4x+5 = (x+4)° = 1645 = (x+4)> =4 = (x+4)> =22 = (x+4-2)(x+442) = (x+2)(x+6) = (x=5)(x—1).

On a alors, par intégrité de Z /77, x2 + x + 5 = 0 si, et seulement si (x=—D(x-=-5=0,ie.x=1oux=>5.
De la méme facon on peut résoudre x> + x + 5 = 0 dans Z/11Z. 1l faudrait bien siir chercher les racines évidentes en priorité.
On trouverait alors x = 2 puis on trouverait I’autre avec les relations coefficients-racines. On va faire comme si on avait rien vu
et faire la forme canonique pour s’entrainer. On a

X+ x+5=x>4+2X6x+5=(x+6)>=36+5=(x+6>—-14+5=(x+6)>-9=(x+3)(x+9) = (x — 8)(x —2).

On en déduit que les racines sont 2 et 8 modulo 11.

Les racines dans Z /777, sont donc w(1,2), w(1,8),w(5,2) et w(5, 8). Pour déterminer I’expression de y il suffit de trouver une
identité de Bézout entre 7 et 11. Ona —3 X 7 + 11 X 2 = 1 (on la trouve de téte ou avec I’algorithme d’Euclide étendu). On a
alors w(a, b) = 22a — 21b. Donc les solutions de x> + x + 2 dans Z/77Z sont



e w(l,2)=22—-42=-20=57.
w(l,8)=22-21x8=22—-2x4x21=22-2x7=8.
w(5,2) =5x22-2x%x21 =110 — 42 = 68(= —9).
w(5,8) = w(=2,-3) = —44 +3x 21 = 19.

On peut Vérifier que ¢a marche pour une racine si on n’est pas siir. On a 82 +8+5 = 64+ 13 = 77 = 0. Ce qui est plutdt rassurant.

Exercice 82 (correction)

1. Il est clair que —1 et 1 sont des solutions et —1 # 1 car p # 2. Réciproquement, siona x> — 1 = (x — 1)(x + 1) = O alors x = —1

—1
ou x = | par intégrité de Z/pZ. Le polyndme X T -le (Z/pZ) X] est a coefficients dans un corps donc posséde au plus

racines.

2. On considére le morphisme d’anneaux surjectif 7 : Z/p*Z — 7Z/pZ et x € Z./p*Z tel que x> = 1. On a alors 7(x)*> = 1
dans Z/pZ donc zn(x) = +1 d’apres la question précédente. On en déduit qu’il existe k € Z tel que x = =1 + kp. On a alors
x2=1+2kp+ k*p* =1+ 2kp = 1 donc 2kp = 0. On en déduit que p | k donc x = +1.

3. Supposons qu’il existe a € Z/p>Z tel que a> = —1. Ceci implique que « est inversible. On remarque que @(p?) = p(p — 1) qui
est pair car p est impair. D’apres le théoreme d’Euler on a alors

| = a?) = (@92 = (2T = (-1)T
Puisque —1 # 1 dans Z/pZ. on a nécessairement % pair, i.e. p=1 mod 4.

p—1
Réciproquement, on considere I’application x € (Z/p*Z)* — x” 2 qui est a valeur dans +1 d’apres le théoréme d’Euler. II s’ agit
p=1 p-1 . L
aussi de carrés car x* 2 = (x” 4 ) . I1 s’agit alors de montrer que cette application ne prend pas que la valeur 1. Supposons par
I’absurde que ce soit le cas. On remarque que pour tout x € Z, pged(x, p) = 1 < pged(x, p?) = 1 si bien que la restriction de

. . .. . . . e =1
7 aux inversibles est surjective sur les inversibles de Z/pZ. On remarque alors que si x € Z satisfait x” 2 = 1 mod p? alors

p—1

il . R RSN -1 N C e
x”"2 mod p mais, d’apres le petit théoréme de Fermat x” = x mod pdonc x 2 =1 mod p. Par hypothése et surjectivité de

la restriction de 7 on en déduit que Vx € (Z/pZ)*,x 2 — 1 = 0 ce qui contredit la question 1.

Exercice 83 (correction)

1. On pose tout simplement @(k) = g* qui définit bien un morphisme et vérifie (1) = g. Il est unique car 1 est un générateur du
groupe Z donc ¢ est totalement déterminé par son image par 1.

Par définition de 1’ordre d’un élément ker ¢ = nZ. On pose alors 5(%) = g¥ bien défini car si k = ¢,k —¢ € nZ et donc
@(k) = 3(¢). De plus I'image de @ est (g) par définition et il est injectif car ker ¢ = nZ.

1l existe un théoréme appelé théoréme d’isomorphisme ou plus généralement propriété universelle du quotient de groupes géné-
ralement vu en niveau L3 qui rend ’isomorphisme Z./nZ. ~ {g) presqu’immédiat.

2. Soit G d’ordre pet x € G \ {1} . D’apres le théoréme de Lagrange I’ordre de x divise p mais par hypothése ce n’est pas 1. Donc
x d’ordre p, i.e. (x) = G et on peut appliquer la question précédente.

Exercice 84 (correction)

1. On pose ¢ = ppcm(n, m). Puisque gh = hg on a (gh)’ = g’ h’ = 1 donc 'ordre de gh divise . Réciproquement, soit d € IN*
tel que (gh)? = 1. Alors g = h=4 donc g4, h=? € (g) N (h) donc ils sont tous les deux nuls etdonc d | netd | mdoncd | Z.
En particulier pour d = o(gh), ’ordre de gh divise £ ce qui nous permet de conclure.



2. 11 suffit de prouver qu’on peut se ramener a la question précédente, i.e. montrer que (g) N (h) = {1}. Je propose deux solutions
pour ceci.

Méthode 1 : D’apres la question précédente il suffit de montrer que (g) N (k) = {1}. Soit x € (g)n{h) donc x" = L et x™ = 1.
Si on considere u, v € Z tels que nu + mv = 1 (relation de Bézout) alors xl = xmtmo — (nyu(xmy = I5. Cest ce quon
voulait !

Méthode 2 : L’intersection K = (g) N (h) est un sous-groupe de (g) donc son ordre divise # (g) = n (théoréme de Lagrange),
de méme pour (h). Donc ’ordre de K divise le pged(n,m) = 1. Donc K = {1}.

Exercice 85 (correction)

1. Sia = =+1alors b*> = —1 qui n’a aucune racine donc on a nécessairement a = 0 mais alors b> = 0 donc (0, 0) est I’unique solution.

2. D’aprés la question précédente pour a + ib # 0 on a a> + b*> # O et

a —b a@+b>  .ab—ba
(a+ ib) X +i = i =
a2 +b a2+ a2 +b2 a?+b?
qui est le neutre multiplicatif donc tous les éléments non nuls sont inversibles.
3. Puisque K est un corps a 9 éléments, K* est de cardinal 8 donc tous ses éléments sont d’ordre 1,2,4 ou 8. On a (1 + i)4 =
(=2i)? = i> = —1 donc 1 + i est d’ordre 8.

Plus généralement pour toute puissance p® d’un nombre premier il existe un corps fini possédant p’ et tous vérifie K> cyclique.

Exercice 86 (correction)

Je propose deux preuves de cet exercice.

Méthode 1: On pose pour tout g € G, Pg = {g, g‘l} . On remarque que pour tout g, h € G, Pg = P, ou Pg N P, = §. En effet, si
gEP,g=houg= h~! mais alors g=! = h donc P, = P;. De méme si gl e Py,. On remarque aussi que #P, = 2 si, et
seulement si g est d’ordre > 2. Enfin, G est partitionné en ensemble de la forme P,, i.e.

G=||P,

gel

or P, = {e} donc les autres P, de la partition ne peuvent &tre tous de cardinal 2 par imparité de #G. Autrement dit, il existe g # e
tel que P, = {g}, i.e. g d’ordre 2.

Méthode 2 : On pose
. @ —G

g —g!

Il s’agit d’une involution car @og = id; (attention, si G' n’est pas commutatif @ n’est pas un morphisme). Autrement dit, on
peut considérer ¢ comme une permutation, i.e. ¢ € ©(G). En notant ¢ = ¢¢, - ¢, sa décomposition en cycles disjoints on a
p*=id = cfc% cfn donc tous les cl.2 sont triviaux. En d’autres, termes la décomposition en cycles disjoints de ¢ est constituée
de transpositions. Son support est donc de cardinal pair. Puisque @(e) = e I’élément e ne fait pas partie du support d’un cycle et

donc il existe un autre élément g # e qui ne fait pas partie de son support donc tel que @(g) = g.

Exercice 87 (correction)
1. Soit x, y € G on a par hypothése (xy)> = xyxy = e donc en multipliant A droite par y puis par x on a
XYXYYX = XyXy*xX = Xyx> = xy = e X yX = yx

donc G est bien commutatif. On note désormais O le neutre de G et + sa loi de composition interne.



2. On peut pose pour tout x € G
O-x=0etl -x=x
et on montre que ceci munit G d’une structure de (7 /27.)-espace vectoriel. Pour cela il suffit de vérifier que pour tout 4, u €
7./27,x,y € Gona
— 1 - x = x (vrai par construction).
— A+ p)-x=A-x+pu-xcequiestlecascar (Il +1)-x =0-x = 0etd autre part x + x = 2x = 0 par hypothese.
— A-(x+y)=A-x+ A-ycequiest vrai (il suffit de distinguer les cas A = 0 ou 1).
— (Au) - x = A - (u - x) vrai aussi.
Donc G est un (7 /27)-espace vectoriel donc isomorphe 2 (Z/27)! pour un isomorphisme donné par le choix d’une base de G
de cardinal I. Puisque G est fini alors I 1’est aussi, disons de cardinal n, et on a G ~ (Z/27.)" de cardinal 2".

3. Soit G un groupe d’ordre 4. Tous ses éléments non neutres sont d’ordre 2 ou 4 car divisent I’ordre du groupe. Supposons qu’il
existe un élément g d’ordre 4 alors (g) = G et, dans ce cas, on a un isomorphisme 7Z /47 ~ G donné par k +— g*. Sinon,
d’aprés ce qui précéde on a un isomorphisme de 7 /2Z-espaces vectoriels G ~ (7Z/27)* donc, en particulier, un isomorphisme
de groupes. Donc, a isomorphisme pres, les deux seuls groupes a 4 éléments sont

7.JAZ et (7.]27.)°.

Ce dernier est souvent appelé groupe de Klein.

Exercice 88 (correction)

1. Si un tel morphisme existe alors il doit vérifier y4(1) = 14, etVn € IN,y,(n) = y4,(1 + - + 1) = y,(1) + - + y4(1) = nly.
Enfin, y4(1 — 1) = 0 donc y4(—1) = —14. On en déduit que y,(n) = nl 4 pour tout n € Z. On définit alors y, de cette maniére
et il faut prouver qu’il s’agit d’un morphisme d’anneaux c’est-a-dire que pour tout n, m € Z
— ra) =1y
— y4(n+ m) =y (n)+ y,(m) vrai par définition.
— ya(nm) =y (n)y 4(m) vrai car y4,(nm) = nml , = nl yml 4.

2. Soit d un diviseur de m la caractéristique, i.e. m = dd’ alors

v (m) = Vk(dd,) = Vk(d)VK(d,) =0

donc yg(d) =0 ou yg(d") = 0 car intégrité du corps. Donc m | d oum | d’ donc m n’a pas de diviseur strict et donc m premier.
3. Puisque yg est un morphisme d’anneaux il suffit de montrer que 7y est bien défini et injectif. Si k=¢alorsk-¢ € pZ. donc
yk(k — &) = 0,i.e. yg(k) = yx(£) donc 7k bien défini. Par ailleurs, 7, (k) = 0 & k € pZ < k = 0 donc le morphisme est
injectif.
4. On déﬁnitﬁ une structure de Z/pZ espace vectoriel sur K a1’aide de 7. On définit
VA€ Z/pZ,Nx € K, A-x =Yg(D)x.

11 faut vérifier que tous les axiomes d’un espace vectoriel sont vérifiés ce qui est pénible et peu intéressant donc je ne le fais pas
(héhé). Cela découle du fait que 7 est un morphisme et des propriétés d’anneaux de Z/pZ et de K.
Puisque K est fini alors il est de dimension finie, disons n sur Z/pZ. qui est un corps. Considérer une base de K fournit alors un
isomorphisme d’espaces vectoriels

K ~ (Z/pZ)".

6. C’est en fait généralement vrai que tout morphisme de corps k — K permet de définir une structure de k-espace vectoriel sur K.




Exercice 89 (correction)

1
2

2n .21
.Onasrs(z)y=e¢nz=e"'nz=r"1(z)donc srs = r~!. Si G était commutatif on aurait srs = s

Une isométrie du plan est soit une rotation (si de déterminant 1) soit une symétrie orthogonale (si de déterminant —1).

2 2km
Sous I’identification de R? et C on peut écrire r(z) = ' z et s(z) = z. Ce sont bien des isométries. On a alors r <e’7> =

2kt 2k i 2kn ) » , o
e~ € M, ets <e' n > =e ' € u,. Le neutre de G est ’identité. On a r"(z) = z donc ’ordre de r divise # et pour tout

mm

.2
m<n—1,F(1)=¢e"n # 1doncrdordre > n donc d’ordre n. Puisque s est une symétrie orthogonale elle est d’ordre 2.

2
2y = r mais alors r = r~! ce qui

donnerait 2 = id donc n|2 ce qui n’est pas possible puisque n > 3. Donc G n’est pas commutatif.
On peut écrire /(z) = e’z et, puisque ' (u,) C u, il existe 0 < k < n — 1 tel que

2kx

r'(1)=ei‘9 =

donc 37 € Z tel que = 2an +27¢. Donc ¥ = rk.

. Soit f une isométrie telle que f(y,) C u,. Si f est une rotation alors f € (r) d’apres la question précédente. Sinon f est une

symétrie donc de déterminant —1 mais alors s f est une isométrie de déterminant —1 X —1 = 1 donc une rotation donc il existe k
tel que sf = r* donc f = srk. Donc G est bien engendré par s et r.

. s . . .., . !
La question précédente montre I’existence. Montrons I’unicité. Soit f = s¢7K = s¢ rK alors on a

En considérant le déterminant on doit avoir € = ¢/ mod 2 donc & = £’. On a alors ¥ =% = id donc k' = k mod n donc k' = k.

. La question précédente fournit une bijection

{0,1} x{0,...,n—-1} — G
(e,k) —> strk.

Donc G est de cardinal 2n.

Exercice 90 (correction)

1.

4.

Il est clair que Z(G) contient I’élément neutre et qu’il est stable par produit et inverse. On a x € Z(G) © Vy € G, xy = yx, i.e.
—1
x=yxy .

. Soient x,y,z € G

Réflexive car x = exe™!

1

Symétrique cary = gxg~! & g7 lyg = x.

Transitive car y = gxg~' et z = hyh™' = z = hgxg~'h™! = hgx(hg)~!.

. Une relation d’équivalence partitionne un ensemble en classes d’équivalences. Si on pose yy, ..., y, des représentants des classes

triviales, i.e. y; € Z(G) et xq, ..., x, représentants des autres classes on a

G =| |copu| |Cx) donc #G = #2(G) + ) #C(x)).
j=1 i=1 i=1
——

=Z(G)

. 11 A —xA . S
(a) L’application 4 g, 2pourinverse b~ x~'b donc les deux ensembles sont en bijection.



(b) Soit z € ¢~ (yxy~1),ie. zxz7! = yxy~ I donc y ' zxz7ly = y~lzx(y~12)~! = x. Ainsi, y~lz € o~ (x).
(c) D’apres les deux questions précédentes les préimages par ¢ des singletons sont tous de méme cardinal. Par ailleurs, les
préimages d’une partition forment une partition de I’ensemble de départ, i.e.

G = |_| »~1(X) donc #G = #C(x)#p ™ (x).
XeC(x)

5. D’apres la question 3. #Z(G) = #G — Z;zl #C(x;). D aprés ce qui précede #C(x;) divise p" et, par définition, #C(x;) # 1 donc
#Z(G) divisible par p donc ne peut pas étre trivial.

Exercice 91 (correction)

1. On a bien p(xy) = x2y? = p(x)p(»).

2. Soit x € ker ¢ alors x> = 1. Donc I’ordre de x divise 2. Par le théoréme de Lagrange son ordre divise aussi #K* = #K — 1
impair par parité de K donc I’ordre de x divise pged(2,#K — 1) = 1. Donc x = 1. On en déduit que ker ¢ = {1} donc ¢ est
injectif entre deux ensembles de méme cardinal donc surjectif. Donc tous les éléments de K> sont des carrés et 0> = 0 donc tous
les éléments de K sont des carrés.

3. (a) Soit x € ker @ alors x2=1,ie (x—1)(x+1)=0.Par intégrité de K on a alors x = 1 ou x = —1. Le morphisme est donc
injectif si, et seulement si 1 = —1. Dans ce cas 1 est d’ordre 2 dans (K, +) donc (Lagrange) 2 divise 1’ordre de K ce qui est
impossible.

(b) Pour toute application f: E - Fona E = | | ver f ~1({y}). En appliquant cela & ¢ en indexant I’'union par son image on

a I’égalité voulue. Pour y € Sg,3x € KX,y = x2 on a alors @~ !(y) = {—x, x} en effet x et —x sont bien des racines de y,
X # —x car sinon on aurait 1 = —1 donc ¢ injectif. Et y ne peut avoir plus de deux racines distincts car cela signifierait que

le polyndme X? — y € K[X] posséde plus de racines que son degré. Donc

g-1=#K"=# | | o' ((yh) = D #{x,—x} = 245,
yeSk yeSk

Donc #Sg = %.

. p . . a1 a1 s PR
(c) Si x est un carré non nul, i.e. x = a® pour un certain a € K alors x 2 = (a®>) 2 = a?! = 1 d’aprés le théoréme de
- . A~ a1 . .
Lagrange. Donc I’ensemble des carrés non nul (de cardinal qu) est racine du polyndme X 2 — 1 € K[X] qui est de degré

-1 . ~ ~
qT. Donc les racines de ce polyndome sont exactement les carrés non nuls de K.
. 1 [imd} a1 [imd} . .
(d) Puisque x97' — 1 = (x 2 — 1> (x 2 4+ 1> donc pour x un non carré non nul on a x 2 = —1. Si on considere alors x, y
q-1 g-1

—1
deux non carrés nonnulona (xy) 2 = x 2 qu =(-)x=H=1.



4. Dénombrabilité - corrections

Exercice 92 (correction)

On a une application surjective
AXB — A+ B
(a,b) +—a+b.

Or I’ensemble A X B est dénombrable comme produit cartésien fini d’ensembles dénombrables. Donc A + B est dénombrable comme
image par une application surjective d’un ensemble dénombrable.

Exercice 93 (correction)

On note A I’ensemble des entiers algébriques. On a

A=) U &'+ax++ap(0)
deN* (ay,...,ay)EZ

Puisqu’un polyndme de degré d a au plus d racines 1’ensemble U( ay
union dénombrable d’ensembles finis.
Enfin, puisque I'union dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable on a le résultat attendu.

ud)eza(Xd+a1Xd'] +---+a,)"1({0}) est dénombrable comme

,,,,,

Exercice 94 (correction)

Méthode 1 : changement de variables. On décompose IN X IN en tranches obliques ;

NxN= ] [J @a

NeN p+qg=N

3 3 3 1
22(1)+q+1)" ) (p+q+l)“ =2 X (N+1)"_NE]N(N+1)“—1

peN gelN NeN p+q=N NeN p+g=N

On a donc

qui converge si et seulement si @ — 1 > 1 donc si et seulement si a > 2.

Méthode 2 : force brute. La série Y <y m

d’une série de Riemann). Une comparaison série-intégrale donne 1’équivalent

= Ynsptl 1[1 converge si et seulement si @ > 1 (il s’agit de la série des restes

1 1

n« p—»oo pa 1°

n>p+1

! L La conclusion est (heureu-

11 suffit alors de réappliquer le critére de Riemann a la série ). u, ol u Zq N Grgrr ~ T

peN “p P
sement) la méme que pour la premiere méthode.



Exercice 95 (correction)

— La famille (X"),cy est une base de IR[X]. Donc oui.

— On montre que la famille (%) est libre. Ceci prouvera que, si R(X) admet une base, cette derniere est de cardinal non
aeR
dénombrable.
Soit ay, ..., a, € R des réels distincts et 4y, ..., 4, € R tels que

)'1 A’n

+ -+ =0.
X —a X —-a,

On peut multiplier par X — a; puis évaluer en a; ce qui donne A; = 1. On prouve de la méme fagon que 4, = --- = 4, = 0. Donc
la famille est bien libre.
Exercice 96 (correction)
On remarque déja que

QIX.Y] = U { Z a,.jX"Yf}

(n,m)elN2 \Ui<n,j<m

i<n,j<m

qui est dénombrable car { Y a; X tyJ } est dénombrable, par exemple car 1’application

Q" — { Xi<nj<m a; X'y’ }

iyJj
a;jj — ZiSn,jSm a; X'Y

est surjective.
On a alors

dénombrable comme union de dénombrables.

Exercice 97 (correction)

Supposons par 1’absurde qu’il existe une surjection f : IN — P(IN) et considérons ’ensemble A = {n € N | n & f(n)} .1l s’agit
d’une partie de IN donc, il existe m € IN tel que f(m) = A.Onaalorsm € A & m & A ce qui est absurde.
Cette preuve se généralise plus généralement a n’importe quel ensemble E pour prouver que E et P(E) ne sont pas équipotent, i.e
qu’il n’existe pas de bijection entre les deux. L’argument utilisé est souvent appelé paradoxe du barbier ou paradoxe de Russel

Exercice 98 (correction)

1. On note (g;);c; des générateurs de G. Par hypothese, I est au plus dénombrable. On a alors une application surjective

Z0 G
ki
(ki)iel L Hie[ g,' .

La question est donc de savoir si 7ZM) est dénombrable. Pour cela on montre que IN®™ P’est. En effet, si on note DP0>Dls v sPps -
I’ensemble des nombres premiers on a une application

NN N

a,
(an)nelN HnelN pn"



L application est bien définie car les familles (a,) ont un nombre fini de valeur non-nulles et elle est injective par unicité de la
décomposition en facteur premier des entiers (en fait il s’agit méme d’une bijection mais ¢a ne nous intéresse pas trop). On en
déduit que INM™ est dénombrable et donc Z™) 1’est aussi puisque IN et Z sont en bijection.

2. Si G n’est plus supposé commutatif on a toujours un morphisme surjectif

(Z(I))(]N) .G
((kij)iei)je]N L Hje]N (Hiei g;w) .

mais puisque Z) est dénombrable alors (Z” ))(]N) I’est aussi donc G est toujours dénombrable.

Exercice 99 (correction)

On remarque que Qi) = {a + bi | a,b € Q} est dense dans C. On en déduit immédiatement que M, (Q(7)) est dense dans M ,(C)
pour la norme ||||,, donc pour la norme ||-|| car M, (C) étant de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. Ceci nous
permet de sélectionner une matrice T, e B(x T j) dans chaque boule.

On pose alors 1’application

p: J — M,(Q>0)
j =T
Cette application est injective car les boules sont supposées deux a deux disjointes. On a donc une injection de J dans M, (Q(7)).
Maintenant, Q(i) ~ Q2 donc M, (Q@)) =~ ((1;22)”2 qui est un produit cartésien fini d’ensemble dénombrable donc est dénombrable. En
conclusion, J s’injecte dans un ensemble dénombrable donc est lui méme dénombrable.

Exercice 100 (correction)

Puisque E est infini il posséde un sous-ensemble infini dénombrable D’. On pose alors D=Du (D \ E). L'union de deux
ensembles dénombrables étant dénombrable on a une bijection y : D — D’. On définit alors

. FEuD —E
x€D r— y(x)
x¢€D +—x

Il s’agit bien d’une bijection car

@ injective : Soient x,y € E U D tels que g(x) = ¢(y). Si x, y sont tous les deux dans D ou tous les deux a I’extérieur alors x = y
par injectivité de y ou de I’identité. Supposons donc que x € D et y & D alors ¢(x) = w(x) = y ce qui ne se produit pas car y
est a valeurs dans D' et y ¢ D donc y € D’ puisque D' C D.

@ surjective : Soity € E,siy € D’ ak)rs, par surjectivité de y il existe x € D tel que @(x) = w(x) = y. Sinon y & D’ et, bien sir,
y€ Edoncy¢ D\ Edoncy ¢ D.D’ou ¢(y) = y.



5. Topologie des espaces vectoriels normés - corrections

Exercice 101 (correction)

On a pour tout f continue sur [0; 1], || f||; = fol [f(O]dt < ||f|]le- Donc ||-||s plus fine que ||-||; . On considére la fonction f,,
affine par morceaux telle que f,(0) = 0, f,,(1/n) = n, f,(2/n) = 0 et f,(t) = 0 pour ¢t > 2/n. La fonction f,,(¢) est bien continue et
I’aire sous sa courbe est || f|[; = 1. Pourtant || f||,, = n. Donc ||-||; n’est pas plus fine que ||-|| -

Exercice 102 (correction)

On a N2 = 0 donc, puisque N et I commutent on a

4
eXP(A) = exp(4] + N) = exp(41) exp(N) = <e0 g) A+ N) =+ N) = <_01 é) -

Exercice 103 (correction)

Par définition f2 = id donc

+00 +00 +00 +00 +00
— l n _ 1 2n 1 2n+l _ L. 1 — .
exp(/) = }Zf) e };} am’ T Zg) s’ n;) @ e +n=0 anr ) T Dide+sh)f.

Exercice 104 (correction)

Soit F un fermé contenant A et x € A. Puisque x est situé sur I’adhérence, Vn € IN*, A N By (x, %) C By <x, i) N F # @. Soit
x, € AN By (x, %) On a bien entendu x,, — x. Mais x,, est une suite de F donc, par caractérisation séquentielle des fermés la

limite est dans F donc x € F, i.e. A CF.

Exercice 105 (correction)

Procédons par la contraposée en supposant que A est infini. On veut alors montrer que A n’est pas compact. Puisque A est infini
il existe une application injective
N —A

n o—x,

Soit (x,,)) une sous-suite de (x,) et supposons qu’elle est une limite x € A. L’application n — x, est toujours injective
comme composition d’applications injectives. Puisque x € A,3r > 0, B = B;(x, A)N A = {x} . Mais, par définition de la limite

AN € N,Vn > N, Hx(p(n)

(x,) € AN est une suite ne possédant pas de valeur d’adhérence donc A n’est pas compact.

— x|| <r,ie. Xpmy € B donc Vn,m > N, Xpmy = X = X CC qui contredit I’injectivité. Donc



Supposons A fini alors A bornée par max {||x||,x € A} et fermée car union finie de fermés. Puisque R? de dimension finie A
est compacte.

Exercice 106 (correction)

On rappelle que H = ker ¢ avec ¢ : E — K une forme linéaire non nulle. On suppose que IK = R et on va montrer que E \ H
est ’union de deux composantes connexes par arcs. On pose EY = {x € E | p(x) >0} et E~ = {x € E | p(x) < 0} de telle sorte
que E = E* U E~. Etant donnés x,y € E* et € [0, 1] on a, par linéarité de ¢

pitx+ (1 -y =tex)+ 1 -0e®») >0

ce qui signifie que le segment [x, y] C E reste dans E™, i.e. que E* est convexe. De méme E~ est convexe. Ainsi, E \ H est I'union
disjointe de deux convexes donc possede deux composantes connexes par arcs.

On traite maintenant le cas IK = C. On considére D, de dimension 1, supplémentaire 8 H et # : E — D la projection sur D
parallelement & H. Soit x,y € E \ H, on remarque que les segments [x, 7(x)] et [y, #(y)] sont contenus dans E \ H car, en écrivant
x=h+daveche Hetd e D\ {O}onatx+ (1 —1t)n(x) =th+d ¢ H.Parailleurs D \ {0} ~ C\ {0} et C\ {0} est connexe
par arcs comme image d’un connexe par arcs par une application continue. En effet, exp: C — C* est continue et surjective et C
est connexe par arcs car convexe. Ainsi, on peut relier z(x) a z(y) en restant dans D \ {0} donc dans E \ H donc on peut relier
continument x a y en restant dans £ \ H donc ce dernier est connexe par arc.

Exercice 107 (correction)

Pour tout n,m € N, x € R,nf <%x) =n <f (%x+ et %x)) =nmf (%x) = mf(x) donc Vg € Q, fgx = qf(x). L’applica-
.
ion R R
A = f(Ax) = Af (%)

est continue et nulle sur @ qui est dense dans R donc elle est nulle sur R donc f est R-linéaire. Si on supprime 1’hypothése de
continuité le résultat est faux. En effet, il suffit de considérer une Q-base (e;) de R et f une application Q-linéaire définie par f(e;) = 1
et f(e,) = 0 pour tout k > 2.

Exercice 108 (correction)

1

IEIN

Soit y € AX et x € A tel que ||x|| < Onax+y=y (o x+1)deplus ||y—1x|| < ||y—1|| [|Ix|]| < 1 donc 1+ y~'x

+oo
D=yt
n=0

inversible d’inverse

Donc x + y inversible comme produit d’inversibles.

Exercice 109 (correction)
1. L’ensemble F = R[X] identifié avec les fonctions polynomiales vérifie bien cette propriété. En effet, || P|| = O implique P(t) = 0
pour tout ¢ € [0, 1] donc P a une infinité de racines donc est nul. Les deux autres axiomes sont évidents.

2. 1l s’agit évidemment d’une application linéaire. Par ailleurs, ¢(f) =0 = || f|| =0 = f = 0 par le premier axiome de la norme
donc @ injective.

3. On pose F C E I’ensemble des fonctions constantes sur ] — oo, O[ et sur ]1, +oo[. On a alors un inverse de ¢ donné par y(g) = g
avec g(x) = g(0) pour x < 0 qui assure la continuité en 0 et g(x) = g(1) pour x > 1.



Exercice 110 (correction)

1. 1l s’agit de la composée d’applications continues donc elle est continue. L’inverse étant continue par I’inégalité ||x‘] —y! H <
llly;yﬂl et, par continuité de la norme, pour y assez proche de x il existe y > O tel que ||xy|| > y.
2. Ona 1 < 11 — 0.Onposee = + HlH Par définition de la limite il existe M > 0 tel que pour [4]| >
ey 14l |Zx—1A|| |A]>+co 2 |]x

M, || f(A)]| £ e. On en déduit que

AOI = [1£(BO, M) U [|f(C\ BO, M)I|] = [|f(BO, M))|
—_———
Clo:l1 £ )l

Puisque f et ||-|| sont continues || f(C)|| est compact comme image continue d’un compact.

Exercice 111 (correction)

1. Soit j € I quelconque. Ona (), K; C K ;- Une intersection quelconque de fermés est un fermé et les compacts sont des parties

fermées. Donc (), K; est une partie fermée de K ; compact donc ¢’est un compact.

2. Soit (y,) une suite définie par y, € K,,. Soit n un entier quelconque. Alors (4, ),ev est une suite de K, donc admet une valeur
d’adhérence x dans K,, . Puisque les valeurs d’adhérence ne dépendent pas des premiers termes x est une valeur d’adhérence de

K,, pour tout n, i.e. x € (), K, qui est donc non vide. Soit y € [,,c K,,» par hypothése, pour tout N € IN

) €[] Ky € Ky S Blxy.ry)
nelN

donc VN, ||xy — y|| < ry donc y = lim x,,. Par unicité de la limite [,y K, est réduit a un point.

Exercice 112 (correction)

1. Onnote S la sphére unité de R"*! pour la norme ||-||,. C’est un compact car en dimension finie les sphéres unités sont compactes.
On peut alors reconnaitre H comme H = SN(R*)"*!. Puisque (R*)"*! est un fermé (par exemple car intersection des préimages
de [0; +oo[ par des projections canonique & X (x;) = x ; continues car linéaires en dimension finie) alors .S N (R*)"*! est un
fermé comme intersection de fermés dans un compact .S’ donc est compact.

2. On pose

D Rn+l X En+l —> E

((40), (X)) == Apxy 4o+ Ay Xy

C’est une application continue car multilinéaire en dimension finie. Et ®(H X K"ty = Conv(K) par définition de Conv(K).
Enfin, H x K™*! est compact comme produit de compacts donc Conv(K) est compact comme image d’un compact par une
application continue.

Exercice 113 (correction)

1. Soit f € E,ona |®(f)] = |f(1)]| < || ]l donc ® est continue et |||P||| < 1. Par ailleurs pour f = 1ona |®(f)| =1=||f]]|
donc ||| f]|| = 1.

2. On considere f, € E définie par f,(x) = x". Alors |®(f,)| = 1 pourtant || f,||, = L donc il mexiste pas de C > 0 tel que
n

+1
|(f)] < ClIf]l; pour tout f € E.



Exercice 114 (correction)

1. Ona||®(X")||, = ntandis que || X"||, = 1 donc il ne peut exister de C > 0tel que pour tout P € R[XT, ||®(P)|| < C|IP|ls
donc @ n’est pas continue. Méme chose pour [|-||; car elle est plus fine que ||-||, -

2. Le fait qu'elle est bien définie provient du fait que la somme est finie car P4+l = 0 pour tout polynéme P € R[X].
L’inégalité triangulaire provient de la linéarité de la dérivation, de I’inégalité triangulaire sur R et de I’associativité de la somme.
L’homogénéité est vérifiée pour des raisons similaires. Le fait que || P|| = 0 implique que Yk € IN, X* | P donc P = 0. Enfin,

+o0 +o0
o)l = Y [PYO] < 3 [PPO] = 1P
k=1 k=0
donc @ est continue et |||®@||| < 1. On remarque que ||D(X)|| = 1 = || X]|]| donc |||®]||| = 1.

Exercice 115 (correction)

1. Pour [|-||, : Ona

1 1 1
ITo()] = /0 O /(1) dt| < /0 )] LF()] dt < /0 ()] dt [1/]].

donc Ty, est continue de norme subordonnée |||To||| < [|P@]]; .
Pour [|-||; : Ona

1 1 1
|To ()] = / O(r) f (1) dt S/ |e®] [f ()] dt < II<1>||00/ |f (0] dt
0 0 0

donc Ty, est continue de norme subordonnée |||Te||| < [|P|], -
Pour ||-||, : D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz on a

1
|To ()] = ‘/o Q@) f()dt| < [|P]], 11f1]2

donc Ty, est continue de norme subordonnée |||To ||| < [IP]], .

2. D’apres la question précédente on a |||Tg||| < [|®@]|,, dans ce cas 1a. On va montrer qu’il s’agit d’une égalité. Pour cela on
remarque que, puisque ® est continue sur un segment, elle atteint ses bornes. En particulier il existe x tel que |<I>(x0)| = [|P|| -

On pose alors une suite de fonctions (f,,),»; € EN telles que pour tout n, f, nulle en dehors de [xo - %, Xy + ﬂ s Fa(xg) =Tlet

f,, affine sur [xo - %, xo] et sur [xo, Xo + ﬂ de telle sorte a ce qu’elle soit continue. Par continuité de @ en x,,
Ve > 0,36 > 0,V1 € [xg— 6,x0 + 8], @(xg) — £ < D) < D(x) + &.

En multipliant, pour # tel que %; < o, par f,(t) > 0 1’inégalité ci-dessus puis en intégrant on obtient

To(f)
(q)(x()) —€) ||fn||1 < T<l>(fn) < ((D(XO) +é) ||fn||1 donc ||<I} ||" - q)(xO) <e
nll1
Ainsi ( IITld}(ﬁ)l ) converge vers |<1>(x0)| = ||®||, ce qui prouve que |||T]|| > ||P||, qui est précisémment 1’inégalité que I’on
nll

recherchait.



Exercice 116 (correction)

Supposons que H n’est pas fermé. Alors il existe (x,) € H™ telle que x,, X € E\ H.Puisque H estun hyperplanet x ¢ H
n—>+oo

ona H @ Vect(x) = E. Soit y € E alors on peut I’écrire y = h + Ax pour un certain h € H,A € R.Onaalors y, = h+ Ax, € HN
qui converge vers y. Donc H est dense dans E.

Exercice 117 (correction)

Par définition

2 WP @) ()%
A" = sup =——=— = sup ———— = sup —————.
EN0) |]x]| E\{o} (X x) E\{0} (X, X)
Par ailleurs, I’endomorphisme f* f est auto-adjoint donc diagonalisable dans une base orthonormée (e, ..., e,) d’apres le théoreme

spectral. En écrivant x = )", x;e; on a donc
n n n
<ﬁﬂnw=<2&m&>=Z&ﬁSmwwe&mvvn2ﬁ=mMUEwMﬁﬁhmF
i=1 i=1 i=1

Ceci prouve que ||| f]| |2 < max {4 € Spec(f*f)} = 4;. Par ailleurs, en considérant j € {1, ..., n} tel que e; est un vecteur propre de

2
. s . . 2
la base qui est associé a la valeur propre maximale 4; on a <f*f(ej),ej> =4;=4; X ||ej|| ce qui prouve que ||| f[[]7 = 4;.

Exercice 118 (correction)

L’application C ~ C? définie sur les matrices est continue car chaque coefficient de C? est un expression continue des coefficients
de C.Donc A" = (A2)" converge vers B? = Bdonc X(X —1)estun polyndme annulateur scindé simple de B donc B diagonalisable
et ses valeurs propres sont dans {0, 1}.

Exercice 119 (correction)
Soit A une matrice diagonalisable, i.e. 3P € GL,,(IK) tel que P~! AP = D diagonale. Donc

y: [0;1] — M,(K)
t —1tA

est continue, a valeurs dans 1’ensemble des matrices diagonalisables car V¢, P~'tAP = tD diagonale et y(0) = 0 qui est diagonale.
Donc I’ensemble est étoilé donc connexe par arc.

2) diagonalisable car possede des

Il n’est pas convexe. En effet, soit A = <O 0> diagonalisable car diagonale et B = <(2) 0

0 2

valeurs propres distinctes. Alors %A + %B = <(1) } pas diagonalisable car son polynome minimal est (X — 1)?> qui n’est pas

scindé.

Exercice 120 (correction)
1. Il estimmédiat que ||-||,, est une norme. Concernant ||-||, ’homogénéité et I’inégalité triangulaire sont immédiates. Si ||u|| =0
alorsVn e N, Y, k<n Uk = 0 donc, par récurrence, pour tout n, u,, = 0 donc la séparation est aussi vérifiée.

2. Onapour toutn € N,

n—1

2

k=0

n

2

k=0

|u,| = = +

n n—1
D= 2
k=0 k=0




d’ot |ul|o < 2[|u|| donc [|-]| plus fine que ||-||. En revanche, si on consideére u” € E, la suite définie par u; = 1 pour k < n
etu, =0pourk > jona ||lu"[[, =1et|lu"|| =ndonc ||-||, ne peut pas étre plus fine que ||-||. Elles ne sont pas équivalentes.

Exercice 121 (correction)

On va montrer que la préimage par f~! de fermés de X est un fermé de Y. Soit F C X un fermé. Puisque F est un fermé dans
un compact alors F est un compact. On a alors (f “Hh=I(F)y = f(F) qui est un compact car f continue et F compact donc f 1 est
continue.

Exercice 122 (correction)
1. il est immédiat qu’elle est bien définie, continue et bijective et d’inverse continue (la restriction d’applications continues est
toujours continue).

2. Par I’absurde on considére f : R? — R un homéomorphisme. Alors £ : R?\ (0,0) — R?\ {a} avec a = £(0, 0) est toujours
un homéomorphisme d’apreés la question précédente. Par ailleurs pour tout u,v € R? \ {(0,0)} si u, v ne sont pas colinéaires
alors {Au + uv, A, u € R, A + u = 1} ne rencontre pas I’origine donc est un chemin continu reliant u et v. Sinon, soit w la rotation
d’angle % de u alors u reliée a w par I’arc de cercle 1’angle % qui est un chemin continu et w et v ne sont pas colinéaire donc

peuvent étre reliés par un chemin d’aprés ce qu’on vient de voir. Donc R? \ (0, 0) est connexe par arcs et donc son image par f
continue I’est aussi. Ce qui est absurde car, par surjectivité de f son image est R \ {a} qui n’est pas connexe par arcs.

3. On fait la méme chose que pour la question précédente avec f : [0;1] — S! donc [0;1] \ {%} doit étre connexe par arcs

puisque S' \ {f(%)} I’est. Absurde.

Exercice 123 (correction)

1. Le fait qu’il s’agit bien de normes est assez évident.
2. On va montrer qu’aucune norme n’est plus fine que I’autre. Si on considére P,(X) = X" + X n=l 4 ...+ lalorsonax P,(x)

qui converge uniformément vers f: x — i sur [0, %] donc [|P,|| = I1f]le = 2 (si vous n’avez pas vu la convergence
uniforme il suffit de prouver que ||P, || < 2%

[|P|| £ K ||P|| pour tout P € R[X].
Si on considere désormais Q, (X) = %X” +-+4+ X —In(n).Ona

+ -+ 1 < 2). Pourtant || P|| — +o0. Donc il n’existe pas de K > 0 tel que

n

Z % — In(n)

k=1

+00
1
1011 = + X

Les deux termes de la somme convergent donc ||Q, || converge. Pourtant ||Q, ||, > |Q,(0)| = In(n) —» +co.

Donc aucune norme n’est plus fine que I’autre.

Exercice 124 (correction)

1. Si f est continue en 0 alors Ve > 0, disons € = 1,36 > 0, ||x||g <6 = || f(x) = f(O)||r = ||f(X)||r < 1. Considérons x € E

———x est de norme 6. Donc f< 6 x> sl,i.e.||f(x)||F§l||x||E.
x|l g xlle /||p g

2. Supposons que f est continue en 0. Soitx € Eety € E tel que ||x — y||p < 6 (pour le méme ) que dans la question précédente.
Alors || f(x = W|lr =|1f(x) = fW)I||r < €. Donc f est continue en x. La réciproque est immédiate.

quelconque non nul. Alors
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3. Le fait qu’il s’agisse d’'une norme est facilement vérifiable. Soit g € L,(E) on a alors ||| fog||| =

xeE\kerp) |IXIlE
lorsque x € ker(g), f(g(x)) = 0. Donc
[ /(g0 [/ O g 18l
lfoglll= sup —————F = sup 2 £ <IN -
x€EE\ker(g) ”x”E x€E\ker(g) ”g(x)HE ||x||E
——
<llglll
4. Je propose deux méthodes.
Méthode 1 : On considere (e, ..., e,) une base de E et

xly =

n
2 e
k=1

=2 |4l
1 k=1
On a alors . .
17 lr < Y Ll 1@l < (max || fllz) X 14l =Clixlly
k=1 k=1

Donc f est continue pour la norme ||-||; de E qui est équivalente a toutes les autres normes car on est en dimension finie.

Méthode 2 : On considere ||-|| n’importe quelle norme sur E. On définit alors ||x|| 7= lIx[[+[[f(Ol| p et on vérifie facilement
que, par lin€arité de f, il s’agit d’une norme de E. Puisque toutes les normes sont équivalentes ||-|| est plus fine que [[-]| ,
ie. 3K > Otelle que Vx € E, ||x]|, < K ||x]], i.e.

NfOF < (K= DIlx]|

donc f est continue.

Exercice 125 (correction)

1. Le morphisme C[X] — C[A] d’évaluation en A est surjectif donc C[A] est un espace vectoriel comme image d’une ap-
plication linéaire. Son noyau est (4 4) avec p, le polyndme minimal de A. Par ailleurs, pour P(A) € C[A] on pose la di-
vision euclidienne de P par u, donc il existe Q,R € C[X],degR < d tel que P = Qu, + R. En évaluant en A on a
P(A) = R(A) € Vect(1, A, A%, ..., A%~1). Enfin, la famille (1, A, A2, ..., A9"1) est libre par définition du polyndme minimal.

2. Lasuite (ny: 0 %P(A)”) Nel estune suite convergente d’éléments de C[A]. Puisque C[A] est un sous-espace vectoriel de M, (IK),

il est fermé dans M, (IK) donc la limite est dans M, (IK).
D’autre part, pour tout P,Q € C[X], P(A) et O(A) commutent donc eP(AH0(A) = oP(4),0(4) Ep particulier, pour Q = —P on
aePWe=PA) = o0 = [ donc I'image de P(A) par I’exponentielle est bien inversible.

Exercice 126 (correction)

1. Puisque f est continue, F est de classe C', on peut donc la dériver. L’équation fonctionnelle est immédiate lorsqu’on dérive
F =uv.

2. (@) Ona
X X X
/ Fz(x)dx = / F(x):- F(x)dx = / (f(x) = xF'(x))F(x)dx.
0 0 0

(b) Puisque f est positive alors F I’est aussi et, d’apres I’inégalité de Cauchy-Schwarz

X X X X
/ F)F(x)dx = / | f)F(x)|dx < / f(x)?dx / F(x)%dx.
0 0 0 0




(¢) On fait une intégration par partie en dérivant x et en primitivant x — F’(x)F(x) dont une primitive est %F 2 On obtient

X x X 1 X

/ xF’(x)F(x)dx=[§F2(x)] = / F2(x)dx.

0 0o 2Jo
———

=2 F2(X)20

(d) On en déduit que & /% F2(x)dx < \/ X f(x)zdx\/ S FeoRdx dou /¥ Foo2dx <24/ Ji* £(x)2dx. Donc F? inté-

grable et on a bien I’inégalité de Hardy.

3. Pour f quelconque on applique I’inégalité de Hardy qu’on vient de démontrer a | f| qui est positive. On a le cas général.

Exercice 127 (correction)

1. L'application N, est évidemment homogene et sous-additive. Le seul probleme qu’on peut rencontrer est avec I’axiome de sépa-
ration. On remarque que || fg||,, = O si et seulement si pour tout x € [0; 1], f(x)g(x) = 0 donc f(x) = 0 ou g(x) = 0. On va
montrer que N est une norme si et seulement si g ne s’annule jamais identiquement sur un intervalle non trivial.

Supposons que g ne soit pas identiquement nulle sur un intervalle de [0; 1]. Autrement dit, VO < a < b < 1,3x, €
[a; b]/g(x) # 0. Soit x € [0;1], si f(x) = O on est content-e. Sinon, par hypotheése pour tout n € IN, 3x, €]x — %,x —+
1 S . .
;[ /g(x,) # 0donc f(x,) = 0. Donc par continuité de f et puisque x,, — x on a bien f(x) = 0.

Supposons que g soit identiquement nulle sur un intervalle non trivial [a, b]. On pose alors f, affine par morceaux continue
qui vaut 1 en %b nulle en dehors de [a, b]. On a bien N, g( f) =0 pourtant f # 0. Donc N e n’est pas une norme.

2. On a toujours |[g f||o = sup {|/(x)g(x),x € [0;1]]} < [Iglle ||/ |le donc [|-|| est toujours plus fine que N, inconditionnel-
lement. On va montrer que |[-||, et N, sont équivalentes si et seulement si g ne s’annule pas.

On commence par le sens le plus simple. Si g ne s’annule pas alors |g| atteint son minimum disons g(x,) = m > 0. On a alors

gl ZmIlf e

donc les normes sont équivalentes.

Supposons maintenant que g s’annule en un point x,. On pose f,, continue affine par morceaux telle que f(x;) = 1 et nulle pour
1 1

tout x en dehors de [xg — ~;xq + - 1. On a alors

I/ngllo =" sup  1/(0)g()l
xe[xo—;;x0+£]
mais, par continuité de g, sup |g(x)| = 0 donc ||f,g||, < sup |g(x)| = 0 pourtant ||f,||,, = 1 donc les
xe[xo—i;x0+£] x€lxg— 1%+ ]

normes ne sont pas équivalentes.

Exercice 128 (correction)

1. On considere I’application
u: R,J[X] — R
P — [ Payd

est linéaire entre deux espaces de dimension finie donc continue. Donc A = u~1({1}) est fermée dans R,[X]. Par ailleurs, R, [ X]
fermé dans E car de dimension finie donc A fermée dans E.
D’autre part I’application
v,: R,UX] —R
P — [P



est continue car composée de P — P’, QO — Q(t) qui sont linéaires en dimension finie et x — |x| continue car application norme.
Donc B = u~1(1) ﬂte[_l.” Ur_l([(); 1]) est fermée dans R, [ X ] comme intersection de fermés donc fermée dans E.

2. Lasuite (P,(?)) = (nt+1) € AN pest pas bornée donc A n’est pas bornée donc pas compacte. En revanche, on va montrer que B
est compacte. Soit P € B. On peut appliquer I’inégalité des accroissements finis sur le segment [—1, 7] ce qui donne ¢ € [—1;¢]
tel que

P(t)— P(=1) = P'(c)(t + 1) &)

donc on a I’inégalité
P-1)—-2< - |P/(c)| t+D)+P(-1)<P@t) < P-D+ |P/(c)| G+ <P-DH+2

En intégrant ces inégalités on a
3
P(-1)| < =.
[P(=DI <3

En revenant a I’égalité (5) on a | P(?)| < % + 2 donc || P||, < 4. Donc B fermée et bornée dans R, [ X] de dimension finie donc
compacte dans R,,[ X ] donc dans E.

3. Lorsqu’on remplace R, [X] par R[X] tout devient faux. On pourrait se contenter de donner des exemples de suites de A (resp.
B) dont les limites ne sont pas dans A (resp. B) mais il est intéressant de reprendre le raisonnement déja fait pour comprendre
quels arguments ne fonctionnent plus.

Par exemple I’application P — f_ll P(t)dt reste continue sur R[ X'] mais on ne peut plus utiliser la dimension finie pour le justifier.
En revanche, | [_11 P(t)dt| < 2| P|| donc I’application linéaire est lipschitzienne en O donc continue. Donc A est une partie
fermée de R[X] mais R[X] n’est plus fermé dans E car toute fonction continue est limite uniforme de fonction polynomiale
donc C%([—1;1],R) C R[X]. En 'occurrence, ¢t + sin(r) + 1 est limite uniforme de polyndme (P,) donc lim /_11 P,(t)dt =

f_ll sin(t) + 1dt = 1 donc Q,, = P, + % (1 - f_ll Pn(t)dt> converge aussi uniformément vers sin+1 et (Q,) € AN donc A nest
pas fermé dans E.

Pour B c’est encore pire, I’application P — P’ est certes linéaire mais elle n’est plus continue. En effet, la suite (||x"||,, = 1) est
bornée alors que an”‘1 | |<>o = n ne I’est pas. Comme contre exemple on peut prendre f(f) = %e’ + ¢ ol ¢ est une constante telle

que f_ll f(@®dt = 1. La suite P,(t) = é <1 +1+ ’2—2' + - ;—n'> + ¢, avec ¢, telle que f_l1 P,(t)dt = 1 converge bien uniformément

vers f et est 4 valeurs dans BY.

Exercice 129 (correction)

1. On abien pour tout 4 € K, ||Ax]|, = |A| ||x|| + |A] |£(x)| par linéarité de £ donc ||Ax||, = || ||x]|, . De méme ||x||, =0 =
[1x]] = 0 = x = 0 et ’inégalité triangulaire est vraie car elle I’est pour ||-||, pour |-| et que £ est linéaire.

2. Soit £ € E*. Puisque toutes les normes sont équivalentes ||-|| est plus fine que ||-||,, i.e. 3K > 0,Vx € E,||x]||, = ||x|| +
|£(x)| < K'[|x]|| donc
12| < (K =D lx]]

donc 7 est continue.

3. 11 suffit de montrer qu’un espace vectoriel normé (E, ||-||) de dimension infinie posseéde toujours des applications linéaire non
continues. Par définition, puisque E est de dimension infinie il existe une famille libre (e,,), - Quitte a diviser chaque vecteur
par sa norme (ce qui ne change rien a la liberté de la famille) on peut supposer que tous les e, sont de norme 1. On complete cette
famille en une base et on note F le complémentaire de Vect ((e,,) e ). On définie alors £ € E* par £(e,) = n = n||e,|| et par
Z|r = Op=. Par construction il ne peut exister de K > 0 tel que Vx € E, |£(x)| < K ||x||, i.e. £ n’est pas continue.



Exercice 130 (correction)

1. 11 suffit de 1’écrire, aucune difficulté.

2. Intuitivement si (s,,) ne remplit pas tout [0; 1] une fonction f peut faire n’importe quoi sur les zones délaissées sans que ¢a affecte

sa norme. On va donc montrer que le fait que (s,) soit dense dans [0; 1] est une condition nécessaire et suffisante pour avoir
I’axiome de séparation qui nous manque.
Supposons (s,) dense dans [0; 1] et f telle que N(f) = 0. Soit x, € [0;1] et (s(p(n)) une suite extraite qui converge vers x,. On
a donc f(sqa(n)) — f(x(). Cependant, puisque N(f) = 0, pour tout n € IN, |f(sn)| a, = 0 donc pour tout n, f(s,) = 0 donc la
suite f (84, = 0donc f(xg) = 0donc f = 0. Il s’agit bien d’une norme dans ce cas 1a ! Réciproquement supposons que (s,,) ne
soit pas dense, i.e. 3xq, 6 > 0 tels que pour tout n € N, s, &]x — 8, x¢ + 6[. On pose alors la fonction f affine par morceaux qui
vaut 1 en x5, 0 en xy — 6 et x + 6 et identiquement nulle en dehors de ]x, — 6, xg + 6[. Ona Vn, f(s,) = 0 et N(f) = 0 pourtant
f # 0donc N n’est pas une norme.

3. On a pour tout n, | f(s,)| < |||, donc

N(f) < <2> /1o

n=0
On va montrer que N n’est pas plus fine que ||-||, . On considére f,, une fonction continue affine par morceaux qui vaut O sur
{so, s sm} etlens,, . Parconstructionona N(f,) < >, _,. a, = Ocarlasérie est supposée convergente donc la suite des

restes tend vers 0 pourtant || f,,||, = 1 pour tout m.

Exercice 131 (correction)

1. (a) La demie-droite [Ox) est fermée et convexe donc [0x) N C est un fermé convexe de [0x) contenant O et, puisque C contient
un petit voisinage de 0 I’intersection n’est pas réduite a 0, i.e. elle est de la forme [0y].

(b) On pose y = ux avec u > 0 et on considere z = Ax € [0y],i.e. 0 < A < u. On suppose que z € C donc Je > 0 tel que
B(z,e) € C.Onaalors (A + ¢€)z € [0x) N C donc A < pu.

Onadoncye C\ C =0C.
(c) i. On essaie de majorer la norme de a en écrivantb—y=b—z+ z —

o H”nyn T

llall <

[yl IIyII

Iy =zl

I y||‘ 16— 2I]

<r.

Le passage de la premiere a la seconde ligne provient du fait que y et z — y sont alignés de sens contraire.

ii. Onaalors b = (1 —t)y+taavect = Hﬁ;ﬁll
o

voisinage de z donc [0x) N C = [0y[ et donc y est I’'unique élément de [0x) N 0C.

< leta,y € C. Donc, par convexité de C,b € C donc C contient un petit

2. On montrer que son inverse est définie par g(y) = d-(y). Soit x € dC’ alors d-(x) est I'unique point de la droite [0x) sur la
frontiere de C’. De méme d(d-(x)) est 'unique point de dC’ sur la droite [0d-(x)) mais, puisque d(x) et x sont alignés on a
[00-(x)) = [0x). On en déduit que ¢ (d(x)) = x car x est un point de [0x) qui appartient 2 0C’. Donc go f = id et de la méme
facon fog =

3. Dans ce cas particulier dC’ = $"~! la sphére unité et f est1’application f(x) = est bien un point de $"~! positivement

aligné a x. Cette application est bien continue comme quotient de 1’identité avélc |1|1ne agpllllcanon continue qui ne s’annule pas.
4. Soit F un fermé de dC. Puisque dC est un fermé de C qui est compact alors dC est compact, de méme F est compact. On a alors
(f~H~U(F) = f(F) qui est compact donc fermé car f continue et F compact. Donc f~! continue.
5. Donc pour tout C on a dC homéomorphe 4 $"~! et, par transitivité de la relation « étre homéomorphe 2 », toutes les frontiéres de
ces ensembles sont homéomorphes entre elles.



Exercice 132 (correction)

1. Soit X = (x{, ..., x,). On essaie de majorer ||AX||; en fonction de || X||; dans un premier temps. On a
n n n
HAXIL = {|( D ayx; ) || =D 1D ax;

(inégalité triangulaire)

A
M
o

= 2. ’a"/" |xf| < 2 ‘x/‘ 2 |aij| (x; ne dépend pas de i)

n
SmjaX z |aij| X1
i=1

On a donc |||A]|] £ max <er'l=1 |ai j | ) Par ailleurs, ce max est atteint pour un certain j;, et, en notant e o = (6,» j0> e R" le
! i
Jo-¢me vecteur de la base canonique on a
n n

n n
1€l = 2| D i) = X o] = max{ Zofau] ) x[le]],-
i i=1 i=1

i= Jj=
Ce qui prouve que |||Al|| > mjax (E:;l |aij |) et donc on a I’égalité.

Il s’agit du maximum des normes 1 des colonnes de la matrices.

2. (a) On va noter ||T|| la norme subordonnée de cette application car la norme sur M,(IR) est déja la norme subordonnée des

matrices qui est notée |||-|||. On a
n
T I = |]|'A]|| = max Z |aj,-| (Attention, on inverse les indices a cause de la transposée !)
7 \i=t
n
= max Z | (On change les indices j < k)
i=1
n n n n n
< max Z z |aij| = Z |aij| (On majore indépendamment de k : |a;| < Z ’aij')
i=1 j=1 i=1 j=1 j=1
n n n n
< max Z Z |a,~ j| = max Z |a,~ j| (On échange les sommes et on majore par le max)
ko\i= A =1 7 \i=
< n|[lAlll

Ce qui prouve bien que ||T'|| < n.
(b) On est en dimension finie donc on sait que la norme subordonnée sera atteinte pour certains vecteurs. On cherche donc une
1 1 - 1
. L . 00 - 0
matrice A telle que |||T(A)[[| = [|T|| [||All| . On considere la matrice A = | . . |- Onal[|Al[[ =1 (les normes 1
00 - 0
de ses colonnes valent toutes 1) et |||T(A)||| = n (la premiére colonne de T(A) = 'A est de norme n, les autres sont nulles).
On a donc |||T(A)||| = n|||A]|| ce qui donne ||T|| > n et on a donc bien I’égalité.



Exercice 133 (correction)
1. (@ Soit x € U, puisque ker # @ F = E on peut écrire x = xp + X avec xp € F et x; € ker #. On a alors

r(x)=ra(xp+x9) =xp=Xp+xy —x9 €WU+kerr)nF.
——

=xeU eker

Six € (U + ker(n)) N F alors il existe u € U et x, € ker x tels que x = u + xy on a donc 7(x) = x = x(u) donc
x € n(U).

(b) 1I suffit de montrer que (U + ker #) N F est un ouvert de F ceci revient a dire que U + ker z est un ouvert de E puisque
F étant une partie de E est muni de la topologie relative & E. Soit x € U + ker 7 que ’on écrit x = u + x5 avecu € U
et x, € kerx. Puisque U est ouvert il existe r > 0 tel que B(u,r) € U. On a alors x5 + B(u,r) € U + ker x mais
Xo + B(u, r) = B(u + xq, r) = B(x, r). Donc il existe une boule centrée en x de rayon r et contenue dans U + ker 7. C’est ce
qu’on voulait démontrer.

2. Soit /1 E — F une application surjective. On consideére G un supplémentaire quelconque de ker f. L’application f|g: G - F
est un isomorphisme d’espace vectoriel car dim G = dim F par le théoréme du rang et ker f|; = ker /' N G = {0} donc f; est
injective entre deux espaces de méme dimension donc il s’agit bien d’une bijection.

Onremarque que f|; étant un isomorphisme elle est ouverte. En effet, son inverse, notée g, est linéaire entre espaces de dimensions
finies donc continue et donc pour tout ouvert V' de G ona f|(V) = g~ 1(V) qui est ouvert car c’est la préimage d’un ouvert par
une application continue.
On considere maintenant U C E un ouvert quelconque et 7 : E — G la projection de E sur G parallelement a ker f. On a alors
f= flGOﬂ' donc f(U) = f|G( z(U) )estbien un ouvertde F.

——

ouvert de G
3. Soit f: E — F une application ouverte. On note ||-|| une norme sur F et n sa dimension. Puisque f(IB(0, 1)) est ouvert par
hypothese et contient 0 il existe 6 > 0 tel que B(0,6) € f(IB(0, 1)). Si (ey, ..., e,) désigne une base de F alors Vk, ﬁek (S
k

B(0, 6) C f(IB(0O, 1)) donc la famille (ﬁel, e f Ie,,) est dans I’image de f et reste une base de F doncim f = F.
1 n
Exercice 134 (correction)
1. On applique I'inégalité de Cauchy-Schwartz sur RN *! aux vecteurs (|ag|, ..., |ay|) et (|bo|. ... |bx]) ce qui donne
N N
Z|anbn| < Zaﬁ Zbﬁ
n=0 n=0

Par hypothése la quantité de droite converge donc Y, . a,b, est absolument convergente donc convergente.

2. O est continue et bien définie : On commence (toujours) par justifier que 1’application est bien définie. La question précédente
prouve que ¥,(b) est une quantité finie mais il faut tout de méme justifier que y, est continue comme c’est affirmé. I est clair
que y, est linéaire et I'inégalité |y,(b)| < ||al| ||b|| prouve que y, est continue et que |||, ||| < |lal|. Cette derniére inégalité
prouve aussi que @ est continue et que |||D||| < 1.

+00
@ est injective : Soit a € ker @ alors y, = 0,1.e. Vb € £2(IN), Y a,b, = 0. En particulier, pour b = aon a y,(a) = ||a|| =0
n=0
donc a = 0. Donc @ est injective.
@ est surjective : Soit y : £2(IN) — R une forme linéaire continue. On pose &, la suite (5,;),cN» 12 suite qui vaut 1 en indice
k et 0 ailleurs. On pose a,, = y(5,) qui définit un élément a = (a,) € RN. Soit b € £Z2(IN) et N € N, on pose N =



N .
(bgs ..., by,0,...)= Y b,5, alors on a b T p done

n=0
N
yON) = a,b, — y(b) € R.
n=0
+0oo
Ceci prouve que Y a,b, converge et que y(b) = Y. a,b,. Il ne nous reste qu’a montrer que a € £%(IN). On remarque que
n=0

aV =(ay,...,ay,0,...) € £*(IN) et, puisque y est continue, IC > 0,Vb € £>(IN), |y(b)| < C ||b|| donc

N
2
[yan)| = ) a, <C az.
n=0 n=0
N
Si a = 0 alors il est clair que a € #%(IN) autrement 1/ > a% est non nulle & partir d’un certain rang donc
n=0

donc Y’ a2 est bornée, i.e. a € £2(IN).

Exercice 135 (correction)

1. On considere R = {r € Rt |3Ix € E,K C B(x, r)} . Il s’agit d’une partie non-vide de R car K est borné et minorée par 0 donc
il existe une borne inférieure notée r. Ainsi, 3r, € RN, r, — ret(x,) € EN, K C B(x,, r,). On voudrait extraire une sous-suite
de (x,,) qui converge. Pour cela il suffit de montrer que (x,,) est bornée. Soit y € K quelconque. On a

||xal| < ||x0 = 2|+ 1Ipll <7y + 1IN
11 suffit alors de constater que puisque (r,,) converge et que K est borné alors (x,,) est aussi bornée. Soit (x(p(n)) une sous-suite de

|y ~ Xon)
[ly — x|| < r. Autrement dit, K C B(x, r) ce qui signifie que r € R donc r est un minimum.

(x,) convergeant vers x € E. On a alors pour tout y € K les inégalités Vn € IN,

< Fom) donc, en passant a la limite,

2. Soient B(xy,r) et B(x,, ) deux boules fermées de rayon r contenant K. On va montrer que si x; # X, alors K est contenu
dans une boule fermée strictement plus petite (ce qui est immédiat sur le dessin ci-dessous). On peut commencer par remarquer
que K C B(x,r) n B(x,,r). On pose z une des intersections des deux spheres (puisque I’intersection des boules est non-vide
les spheres s’intersectent bien). On va alors montrer que 1’intersection de ces deux boules est contenue dans boule de centre

y = % etderayon § = ||z — 122 par le théoréme de Pythagore 62 + % =||z- x1||2 =r>dou § < rdes
lors que x; # x,. Maintenant, pour tout y € B(x,r) N B(x,, r), d’apres I'inégalité du parallélogramme appliquée a y — x; et
y—Xx,o0na ,
=il lly =l = 51l =l P +2|lp- 252
donc 5
Hy—¥ <o N -wlP) =2+ 252 =52

ce qui prouve que B(x,r) N B(x,,r) C B(y, 6) avec 6 < r. Donc on a bien x| = x,.



N,

FIGURE 1 — Dessin guidant la réflexion

6. Suites et séries de fonctions - corrections

Exercice 136 (correction)

1 )
On a pour tout x, n, 1:% < % = ~ on a donc convergence uniforme vers 0.

Exercice 137 (correction)

1 1

On a pour tout n, x, o = oo

donc on a convergence uniforme vers la fonction nulle.

Exercice 138 (correction)

n
2
donc la convergence n’est pas uniforme. Soit I = [a;b] un segment. Alors, sur I, on a x> < M? avec M = max {|al, |b|} donc

On voit qu’a x fixé on a toujours f,(x) = x donc f(x) = x est la limite simple de f. On a |f(n) - fn(n)| = ‘n — | > 400 #0

| f(x) - f,,(x)| <M|1- 1 le > — 0 donc on a convergence uniforme sur tout compact.

n2

Exercice 139 (correction)
On remarque que (f,,) converge simplement vers V x* = |x|. On a alors

5 ;+X — X _ 1 1
fuX) = V= = = <—

- :
Vo X2 n<\/£+x2+|x|> v

La convergence est donc uniforme. Si la suite des dérivées convergeait uniformément, la limite serait aussi dérivable. Ce n’est pas le
cas car |x| n’est pas dérivable en O.




Exercice 140 (correction)

On remarque que Vn € IN*, £,(0) = f, (%) =0eté € ]0, % [ fixé f,(6) = n%cos(6)" sin(d) tend vers 0 par croissance comparée
car 0 < cos(6) < 1. Donc, si (f,,) converge uniformément vers une fonction il s’agit de la fonction nulle. On étudie les variations de
f,.OnaVx € [o, %] Vn e N,

f1(x) = n® (cos(x)"*! — nsin(x)* cos(x)"")

= n%cos(x)""" (cos(x)* — nsin(x)?)
= n%cos(x)""! (cos(x) + \/ﬁsin(x)) (cos(x) - \/;sin(x)>

Puisque cos et sin sont tous les deux positifs sur I’intervalle d’étude et que f,(0) = f, (E

2) = 0 I’abscisse x,, du maximum f,, est

. . L . . 1
atteint strictement entre 0 et % On en déduit que cos(x,) = \/Z sin(x,), i.e. x, = Arctan | —
n

n
Il ne nous reste plus qu’a estimer f,,(x,,). On a, en utilisant Arctan(u) = u+0 (1) etcos(u) = 1-u?+0 (u*) que cos (Arctan <L ))

n

N

<1 - ZL +0 <i2>> ~ e 2. Alaide d’un DL, de Arctan et de sin on a sin(x,,) ~ L On en déduit que
n n n

1 1
sup f, = f,(x,) ~e 2n"72.

Puisque f, converge simplement vers O la convergence est uniforme si, et seulement si f,(x,) tend vers 0, i.e. si, et seulement si
a < —.

2
Exercice 141 (correction)

On a pour tout x > 0, lim f(nx) = 0 donc la limite simple de f,(x) = f(nx) sur ]O, 1] est 0. Malheureusement la limite n’est pas

n—0o0

uniforme parce que, par exemple, f,, (%) = f(a) qui ne tend pas vers O si f(a) # 0. En fait, la limite est uniforme si et seulement

si f = 0. On remarque que f est bornée. En effet, par définition de la limite, il existe 6 > O tel que pour tout x > 6, |f(x)| < 1
(définition de la limite nulle en +oco0 avec € = 1). Par ailleurs, f est continue par morceaux sur [0, 6] qui est un segment donc bornée.
Elle est donc bornée sur Rt par une constante disons M. On peut alors conclure de deux maniéres différentes.

Par convergence dominée. Laconstante M est intégrable sur [0, 1] donc I’inégalité | f(nx)| < M fournit une domination qui permet
d’inverser limite et intégrale.

A la main. Soite >0etd > 0telque Vy > 6, |f(¥)| < %.Soitl > v>0.0napournv>é
1 1% 1
‘/ f(nx)dx| = ’/ f(nx)dx / f(nx)dx
0 0 v
<vM

-
. . 1 1
Si on choisit v = ﬁ on a alors ‘fv f(nx)dx) < %(1 —v) < % on a donc |f0 f(nx)dx| <e.

+

Exercice 142 (correction)

On rappelle qu’une série alternée est majorée en valeur absolue par son premier terme et est du signe de son premier terme.



1. Soit x > 1, la suite f,(x) = (- 1)” est alternée, décroissante en valeur absolue et tend vers O donc la somme converge.

2. On pose f,(x) = . On considere suite des restes pour p > 2,

ln(

_ly e 1
|R,(0)] = Z () | = TG ~ Inp)’

Donc (R,) converge uniformément vers 0 donc la série de fonctions )’ ., f, converge uniformément vers f(x). Par ailleurs,
1"~ 1

xEI-Poo fa(x) =7, = 0donc hm f (x) = 0. On applique la méme chose a la série de fonction En>2 )

(Gl
vers S = Z
s

qui converge donc

lorsque x tend vers 1. On en déduit que

1 +o0 (—1)"_1
=15 +nz_; o)
—_—— T

———

-t -5

3. Ona f (x) = ln ( . Il s’agit toujours d’une série alternée donc Zn>1 f converge sur |1, +oo[ et la série des restes d’ordre p
. 1 . 1 L e
est majorée, en valeur absolue, par < par décroissance de x » ————. La série des dérivées converge donc
x In(px)? ln(p)2 x In(px)?

uniformément ce qui prouve que f est C! et Vx € ]1, +o0[,

f(x )—2 cL

x In(nx)?

qui est du signe du premier terme, i.e. d&¢ ——— < 0 donc f est décroissante.

ln( xIn(x)?
1
xIn(nx)?  yln(ny)?

_1
xIn(px)?

Pour x > y, f'(x) = f'(y) = ;(—1)” (

) qui est toujours alternée par décroissance de x +—

1

yln(y)?  xIn(x)?
ne pas dériver systématiquement pour établir la monotonie d’une fonction surtout lorsque vérifier la dérivabilité peut étre pénible

comme c’est le cas pour les limites de suites de fonctions ou pour les intégrales a parametres).

Elle est donc du signe de son premier terme qui est > 0 donc f’ est croissante donc f est convexe (pensez a

4. Tracer le graphe d’une fonction qui ressemble a x — sur I’intervalle de définition (attention qu’elle n’y ressemble qu’au

x —
tracer, pas de facon asymptotique).

Exercice 143 (correction)

1. Pour t > 0 fixé la suite (—1)"+!e~%" est alternée (signe alterné, décroissante en valeur absolue et tend vers 0) donc la série
N
converge, i.e. f est bien définie. On considere fn(x) = Y (=1)"*1e=a! Soient @ > 0. Puisqu’une série alternée est inférieure
n=1
en valeur absolue a son premier terme, on a V¢ € [a, +oo[,

+0o0

|f(x) = fn)| = Z (1)o@t | < =N+l < g=aN4I®

n=N+1

Ce qui prouve la convergence uniforme sur tout segment de fonctions continues donc f est continue.



2. En majorant la série par son premier terme on a
@) < e

ce qui fournit une domination de la suite f, par une fonction intégrable donc f est intégrable et on peut intervertir limite et
intégrale ce qui donne

+00 too +00
fdt = Z(—l)’”rl / el dt

n=1 0
+o0

— Z(_l)n+l . L
n=1 n
ey (_1)n+1

- n=1 Ay

3. On peut appliquer cela au cas particulier ou a, = n. Dans ce cas on a f(f) = — Zf;l(—e")" = 1_:;, de la forme ";, qui se

primitive donc en In(u). On a donc

TR yntl too ¢
> [ (1) =
n=1

Exercice 144 (correction)

n sin(nx)

1. Soit—1<x<1.0na |x <

Xt | . Donc la série converge absolument. Donc f(x) existe bien sur |—1, 1[.
x" sin(nx)
n

On pose f,(x) = pour n > 1, |x| < 1. Par ailleurs pour tout 6 < 1 et x € [—6, 6]
 D’apreés ce qui préceéde ), f, converge simplement.

« Soit0 < 6 < letx € [-6,6] |f)(x)| = x"~1sin(nx) + x" cos(nx)| < 26" dont la série converge donc 21 Fn(X)
converge normalement donc uniformément sur tout segment de la forme [—4, 6].

+00

donc festCletona f/(x) = Y x"!sin(nx) + x" cos(nx).
n=1
x sin(x)

2. On pose g(x) = Arctan ( ) et on calcule séparément f”(x) et g’(x).

1—x cos(x)

+o0 +o0 +oco
l _ n—1 _: n — l ix\" _ ix\"
f(x)—Zx sin(nx) + x cos(nx)—o<x2(xe ))+§R< 1+}Z{)(xe )>

n=1 n=0
S(1-—xe™) R(1-xe™
:i‘s(l ! ,)+91(—1+ 1.>:l ( )+ ( )—1
x 1 — xe!> 1 — xe'> X |1 = xeix|? 11— xeix|?
! x sin(x) 1 — x cos(x) | = sin(x) 4+ 1 — x cos(x) — 1 + 2x cos(x) — x>
x1—=2xcos(x)+x2 1—2xcos(x)+ x2 1 — 2x cos(x) + x2

_sin(x) + x cos(x) — x2
1 — 2x cos(x) + x2




Par ailleurs,

(sin(x)+x cos(x))(1—x cos(x))—x sin(x)(— cos(x)+x sin(x))

x sin(x) ) ! (1—x cos(x))?
I — xcos(x) 1+ ( x sin(x) )2
1—x cos(x)
sin(x) — x sin(x) cos(x) + x cos(x) — x2 cos(x)? + x sin(x) cos(x) — x2 sin(x)?
(1 = x cos(x))? + x2 sin(x)?

Arctan <

_sin(x) + x cos(x) — x2
1 — 2x cos(x) + x2

On a donc f'(x) = g’(x) donc f et g différent d’une constante. Mais f(0) = 0 et g(0) = 0 donc Vx € 11, 1[, f(x) = g(x).

Exercice 145 (correction)

. 1 siu, >t
On considere f,(f) = 1y, ~.) = { 0 sin(;ln

/0+°° f,(®dt = u,. On en déduit que

. La fonction f, vaut 1 sur [0, u,[ puis O ensuite. Elle est donc intégrable et

+o0 N N
/ Y fdt = u,
0 n=0 n=0
qui converge donc on peut intervertir série et intégrale ce qui donne
+0o T +o0
/ Y fadt = u,
0 n=0 n=0
+o0
Or la fonction Y f,(¢) est bien f (7).
n=0

Exercice 146 (correction)

1. On remarque que £, étant une primitive d’une fonction continue, elle est de classe C'. Par une récurrence qu’on ne détaillera pas

f, estde classe C". On a aussi Vn € IN*, f,,(0) = Odonc Vk < n—1, f,,(k)(O) = f,_x(0) = 0. Par ailleurs, f,(,") = fo qui est bornée
sur [0, b] car continue sur un segment. On a alors, d’apres 1’inégalité de Taylor-Lagrange

n bn
11,601 < ol 77 < Il olles 77

On en déduit que Y, ., f, converge normalement sur [0, b].
2. Puisque la convergence est normale S(x) existe pour tout x € [0, b] et on peut intervertir somme et dérivation ce qui donne

+o0

+00
S'(x) = Z 10 = D, fum1(®) = fo(x) + S(x).
n=1 1

n=
Par ailleurs on a .$(0) = 0 donc .S est solution du probleme de Cauchy

y-y=f
3(0) = 0.



3. Les solutions de I’équation homogene sont de la forme x — Ae* pour 4 € R. On cherche une solution particuliere de I’équation
par la méthode de variation de la constante, i.e. avec yy(x) = A(x)e* ce qui donne A’(x)e™ = x In(x)e*. On en déduit que A est une

2
primitive de x In(x). On peut en déterminer une en faisant une intégration par partie ce qui donne f xIn(x)dx = XZ 2In(x)—1).
2
On en déduit que yy(x) = XZ (2In(x) — 1) e est une solution particuliere et qu’il existe A € R tel que S(x) = yy(x)+Ae*. Puisque

2
S(0)=0ona4=0.Donc S(x) = xZ 2In(x) — 1) e*.

Exercice 147 (correction)

1. Attention a ne pas tomber dans le piege de prendre un équivalent : on rappelle que lorsque la série n’est pas de signe constant on
ne peut pas conclure sur la convergence ou non d’une série. On propose tout de méme deux méthodes.
=—1In (1 + E)
n

In (1 + E)
n
ln<l+£> :1n(1+§> qui
n n
est décroissante et tend vers 0.

Méthode 2 : Avec des développements limités. A x fixé ona (=1)"In <1 + i) = (—1)“E +0 <i2> Il s’agit de la somme
n n n

Meéthode 1 : Par le théoréme des séries alternée. Six = Olasérieestnulle. Si—1 < x < Oalors

qui est décroissante (par rapport a n) et tend vers 0 lorsque n — +o00. De méme pour x > 0,

de deux suites qui sont le terme général de séries convergentes.

—1)"
Ainsi, f est bien définie sur son ensemble de définition. On pose f,(x) = (—1)"In (1 + 5) qui estde classe C*® et f ,;(x) = ( +) .
n x+n
A x fixé f }; (x) est le terme général d’une série alternée donc convergente et, puisqu’une série alternée est majorée, en valeur
+0o0 1"
absolue, par son premier terme, on a pour p > 2, | >, =D < L < 1 — 0. Ainsi la série des restes de ), f/ converge
n=p X tn x+p p-—1
uniformément vers 0 donc f est de classe C! et
+o0 (—1)"
) —
Sx= 2 x+n
n=1
oo 1y N —1)"
2. Ona f'(x) = Zu: lim u.Or
=1 X+n N-o+4oo , 71 X+ 1
N N 1
—1)"
Z (=1) — Z(_l)n/ Ix+n_ldt
n=1 x+n n=1 0
1 N
=[] Z(—l)”t”_ldt
/0 n=1
1 N 1 1 N
1 —(—t X X+
= / R ek G —/ ! dt+(—1)N/ .
0 1+1¢ o 1+t o 1+t
Or fl i dt| < fl NG < 1 — 0. Donc, par unicité de la limite on a bien f/(x) = —fl A
O 14 |70 Tx+N+1 ’ ’ O 141t
+00
3.0na f(x) = —In(1 +x) + X (=1)"In <l + E). Le second terme étant bien défini sur ]—2, +oo[ il a une limite finie lorsque
n=2 n

—_—

x — —1. En revanche, — In(1 + x) — +oo donc f(x) ~ _=In(l - x).
e



Par ailleurs, en intégrant par parties, en primitivant ¥, on a

, _tx+1 1 1 tx+l 4 1 R
f(x)_[(x+1)(1+t)]0_/o (x + (1 +1)2 A T I ()

e+ 1t 1 1 x In(x + 1)
0<R - t= - . Enfin, - f(0) = "Odt = ——— +
avee 0= Rix) = /O(x+1)(1+t)2 'Sl G T sa T waa Brinona /= SO = fy SO 2
Jo R()dt. Or
+1
0<RO< | — - L gr—in(x+1)—In(x+2) + In2 <x ) In(2) = In(2).
® /1+t 17 n(x + 1) — In(x + 2) + In(2) = x+2+n()—>n()
On a donc In(x) In(x)
nx nx
fx)=- +0(1)~— >
Exercice 148 (correction)
On pose f,(x) = (=1)" sm< ! ) pour n > 1. Soit x € R™ fixé. Pour n, € IN* tel que Vn > rzO,L2 < %la suite
nx nx

nx

<s1n (—2>> est décroissante (car sin est croissante sur [0, z/2]) et tend bien vers 0. Donc la suite de fonction (f,) est al-
nxng
ternée a partir d’un certain rang donc converge.

s 1
On considere x2 f(x) = Z (=1)"x2 sin ( . Puisqu’une série alternée est inférieure a son premier terme en valeur absolue on

n L < |xZsin L <
nx? px?

donc la suite de fonction < 3 (=1)"x? sin <—2> ) converge uniformément ce qui permet d’échanger limite et somme. On a donc
n=1 nx

a, a partir d’un certain rang,
1
p

—1)"x2|si

lim x2f(x) = f(—l)"l — —In(2) donc f(x) ~ —2@
X—+00 - =1 n - )C2 ’

Exercice 149 (correction)

1. A x > 0 fixé la suite < T ) est décroissante et tend vers 0 donc la série converge simplement par le théoréeme des séries
nx/n

alternées. Soit « > 0 et x > a. Puisqu’une série alternée est majorée en valeur absolue par son premier terme on a

+00 1\
Z( 1) < 1 < 1 So.
n=p1+nx 14+px =~ 14 pa

Ainsi, f est limite uniforme sur [@, +oo[ de fonctions continues donc elle est continue sur tout intervalle de cette forme donc
continue sur R1*.

2. On propose deux méthodes. L'une d’entre elle utilise le théoréme de convergence dominée que vous n’avez peut-étre pas encore
vu, I’autre est plus élémentaire mais plus longue.



. - 1 PR iy
Méthode 1 : Par convergence dominée. On peut voir T comme la somme d’une série géométrique : 1 = Y (=",
n=0

N

E (_1)ntnx

n=0

Par ailleurs la majoration < 1 = @(¢) par une fonction intégrable fournit une domination qui permet d’échanger

limite et intégrale. D’ou

1 1 too
/0 rd /Z( Dt = Z( 1)”/ de = 21+ x—f(X)-

_1\n
Méthode 2 : A la main. Par définition pour tout x > 0, f(x) = hm Z ( ) . D’autre part,
& ! 1 LNl 1 N 1 1
- 1 —(—t* Nx
Z (=1) — Z(_l)n/ t”xdt=/ Z(—tx)"dt=/ (—x)dt=/ 1 xdt—(—l)N/ t xdl‘.
oo Ltnx A= 0 0o = 0 1+ o 141 0 141
Or fl s dt| < /l tNxdt = — 0. Donc on a bien, par unicité de la limite, f(x) = /1 dt.
O 14| 770 1+ Nx O 14

Pour les mémes raisons que dans la premiére question la série Y., .,(—1)"

x . p
converge uniformément. En effet, on peut
x

majorer uniformément les restes

<X =11+px—1=1 - 1 Sl.
1+px p 1+px p 1+ px p

N

Ceci qui permet d’échanger lim et lll_P dans les sommes partielles Y. (- 1)"
N =400 X—+00 n=1

X . R
(on doit commencer a 1 car pour n = 0
X

le terme est x qui ne converge pas lorsque x — +o0). On obtient donc

f-x= ey o 3
_n=l 1+ nx ~ n '

Il ne reste plus qu’a remarquer, avec le changement de variable k = n — 1 et ce qu’on a prouvé au début de la question, que

+oo 1
Sl AP N S
> ——=-f()= /0 4 =—In®).

n=1

In(2
On a donc bien f(x) =1— n( ) <l>
X X
3. On sépare les termes pairs et impairs ce qui donne

+oo

" (1" [ D = T G L e o DU i
Zn+1_22n+1 202n+2_r§)2n+1+§’§)n+1_f(2)+§f(1)'

Grice a la question précédente on a f(1) =In(2) et f(2) = /01 %dr = [Arctan(t)](l) = Arctan (1) = % Donc
+t




s . ., 11 . , .. s .
L’autre somme qui nous intéresse est f(3) = [0 1—3dt. Nous allons faire une décomposition en éléments simples. On a
+t

1+8 =1+ —t+12)et1—1+1apourracines ® = ¢'3 et @. En faisant les calculs on obtient
1 _1(1_ =2 _1<1_l2t—1>+1 1
1+3 3 \1+t 1-t+1¢ 3\1+1 22-1+1 212 —t+1

-1 o 1 .
———estIn(r> =+ 1) et une primitive de ———— s’obtient en passant
. , 2—t+1 i 2 —141

a la forme canonique au dénominateur et en essayant de reconnaitre la dérivée d’une Arctan(-) comme ci-dessous

Une primitive de

, est In(1 +7), une primitive de

1 1 4 1

12—I+1= N2 3 5 2
("z) *3 (L(t_1>> w1

Au final, on a

S3 = %ln(2) -1 X0+ %% (Arctan <%) + Arctan (%))
3 3 3
1
In(2) 2 2 | _ In(2) 2 T
= +—3Arctan z]— 3 + \/gArctan (tan<6)>
2
In(2) T

Exercice 150 (correction)

1. Soit r < min(R;, R,) alors la suite a,r" + b,r" tend vers 0 comme somme de suite qui tend vers 0 donc R > min(R;, R,). Par
ailleurs si R; # Ry, disons Ry < R, alors pour R; < r < R, la série ) ., a,r" + b,r" diverge grossi¢rement comme somme
d’une série convergente )7 -, b,r" et d’une série grossierement divergente ), ., a,r".

2. Soitr < R R,. D’apres le produit de Cauchy les coefficients du développement en série entiere du produit ano a,x" ano b,x"

n n
sont donné par ¢, = Y, a;b, ;. On écrit r = ryry avec r| < Ry et ry < Ry. Par hypothése |c, | = | X apb|r" <
k=0 k=0
n
k n—k n—k 4 ; n n k +oo k n
k20|akr1’ bk | or |b,_i" | est bornée disons par M donc |c,”"| < M ¥ |ag|ri < M Y % |ag| x* donc |c,r"|

est bornée donc R > R R,.



Exercice 151 (correction)
On a

+o0
_ (Zl + Z2) 21+2,
= n!
Exercice 152 (correction)
On propose deux méthodes.
Méthode 1 : On remarque qu’en posant f(x) = # =
X

(par produit de Cauchy)

(par le bindme de Newton)
+o0
> (—1)"x" définie sur ]—1, 1[, on a, par intégration terme a terme,
n=0

n n+1
Vx € -1, 1 F(x)—/ F(dt = In(1 + x) = Z( D" Z( ot

et, en réintégrant on a

Vx € -1, 1[, G(x) := /xln(l +0dt = (1 +x0)In(l+x)—x= Y
0 n

+0o ( )n+1
Puisque la somme )]

ot h(n+1)

lim G(x) =2In(2) - 1 = Z

Méthode 2 : On décompose en éléments simples

n(n+l):n n+1

+o0
D™
= n(n+1) ’

existe (c’est la somme d’une série alternée), par le théoréme de Abel radial

T (_1)n+1

= n(n + 1)

1 1

. On a alors

T (_1)n+1 ( 1)n+1 ( 1)n+1 ( 1)n+1 ( l)n+1 T (_1)n+1
n;n(nﬂ) Z _2 n+1 _Z Z =22 P

Par le théoreme d’Abel radial Z

n=1

( 1)n+l
n

= F(1) = In(2) avec la fonction F définie dans la méthode 1.



Exercice 153 (correction)

+00
Méthode 1 : On pose f(x) = 1 L 5= Y (—1)"x?" définie sur ]—1, 1[ . On a, par intégration terme a terme,
+x n=0

x +o0 (—1)"
Vx € -1, 1[,F(x):= [ f@)dt= Arctan(x) = 2 = x2mHl
0 2n+1
n=0
Puis, en réintégrant entre O et 1 et en faisant une intégration par partie en posant #’ = 1 et v = Arctan(¢) on obtient

+oc0

_ [ 3 1 _ (=" 242
vx €l-1,1[,G(x) = /0 Arctan(t)dt = x Arctan(x) > In(1 + x) = Z GnrDant2) 2)x .

n=0
. L . =" . .o L. . PN .
Puisque la série de terme général ——————— converge (il s’agit d’une série alternée) on a, par le théoréeme d’Abel radial,
2n+1)(2n+2)
te -1)" In(2
lim G(x) = ) #=£— n ).
x—1- no0 2n+1)2n+2) 4 2
Méthode 2 : On décompose en éléments simples an 1)1(2}1 T2 = 2n1+ T~ 2n1+ 5 On a alors

E‘i v *2” " i“’ D" _ i“’ e

=~ (2n+1)2n+2) “2p+1 “d2p+2 Mddp4] 24&dpy]’

n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

La premiere somme on I’obtient avec le théoreme d’Abel radial appliqué au développement en série entiere de F(x) = Arctan(x)

ce qui donne Z et la seconde en I’appliquant 2 In(1+x) = Eo ﬂx’“rl On retrouve donc bien Eo 1 _z_ @
q 4 PPid T ECn+H2n+2) 4 2
Exercice 154 (correction)
. o ® S - fO) _ A 3
1. La fonction f est évidemment de classe C* sur ]—o0,0[ et sur ]0,+oo[. De plus on a 11161+—0 = 0 et de méme a
xX— X —
gauche. Donc f est dérivable en 0 de dérivée f/(0) = 0. On montre trés facilement par récurrence que pour tout k € IN, 3F,

1

un fraction rationnelle telle que Vx > 0, f®(x) = Fk(x)e_;. Quelle que soit la limite de F) en 0, par croissance comparée
111})1+ F®(x) =0 = f®(0). Donc f est bien de classe C*.
X—

n
2. Si f était développable en série entiere en 0 on aurait alors pour un certain R > Oet x € ]-R, R[, f(x) = E::(’) f (")(O)X—' =0
n:
or Vx > 0, f(x) > 0 ce qui est impossible.

Exercice 155 (correction)

1. On a pour tout n > 1, pour tout x > 1, f,,(t) = e <e'= @) eton remarque que @ est intégrable. Notre suite de fonction est

donc bien intégrable car dominée et, d’apres le théoréeme de convergence dominée on peut inverser limites et intégrales. Ce qui
donne lim I, = 0.

2. Le changement de variable donne

|
|
=

. PR .y . n _ 0 el 00 ol
Toujours par le théoreme de convergence dominée, puisque u = > 1, =— < e™* donc fl < —du - fl “—du = I donc
u
un u n

1
I,~1



3. D’apres la regle de D’Alembert le rayon de convergence est 1.

Exercice 156 (correction)

1. Par récurrence. On a bien uy = 0 < 3% = 1. Soit n > 0 tel que u,, < 3" alors u,,; = 2u, +2" <2-3" +3" =3.3" =3+
On en déduit que le rayon de convergence R de f est supérieur a celui de Y. 3"x" qui est % d’apres le critere de d’Alembert.
2. Ona

+0o0 +oo +o0
f(x) = 2 u,x" = Z u,x" = Z un+1x”+l

n=0 n=1 n=0
+o0 +oo

= ) Qu, + 2" = 2xf(x) + x Y (2x)"
n=0 n=0

X
=2xf(x)+ " ox

d’ou le résultat attendu.

X
3. On calcule T On a

! +00 !
(1-2x)? 2\1-2x 2\ &
1 +oo
— 5 Z 2" =1
n=0

+o0
— 2 =1y n—1
n=0

En multipliant par x et en identifiant les coefficients par unicité des coefficients des séries entiéres on obtient Va > 0, u,, = n2"!.

Exercice 157 (correction)

A venir.

Exercice 158 (correction)

On pose g(x,1) = cos(x sin(?))
1. Pour tout x € R fixé ¢ — g(x, ) est continue sur le segment [0; z] donc intégrable.
62g
2

2. Onabien at fixé x — g(x,1) de classe C*® et toutes les conditions de continuité par morceaux des dérivées partielles g—i et ——

ent. On a en plus la domination |g—i(x, t)| < 1 donc on peut dériver sous le signe intégral, i.e.

flx)=- /ﬂ sin(?) sin(x sin(¢)) dt
0

(x) = - /ﬂ sin2(t) cos(x sin(z)) dt .
0

3. Ona %(x, 1) = —sin(¢) sin(x sin(?)) + x cos2(f) cos(x sin(z)).



4. En remplacant sinz(t) par 1 — cos2(¢) dans I’expression de x "/ (x) on a
" !/ " ah T
xfP)+ ) +xf(x)= E(X’ ndt = [h(x, 0] =
0

5. Avec g(x) = ZS° a,x" solution de [E| puisqu’une série entiére converge normalement sur son disque ouvert de convergence on
peut dériver terme a terme et on a

xg"(x) + g’ (x) + xg(x) = a; + Z(an_l +(n+ l)zan+1)x” =

n=1

. g 2 P N . . —ay_
Par unicité du développement en série entiere sur le disque de convergence on a biena; =0etVn > 2,a, = " 2,

—1y , . L
6. OnaVu € R, cos(u) = Z:zof) %xm’ donc, sous réserve de pouvoir intervertir série et intégrale on a

b3 +oo
2n 2n
f(x) = / (2 )' 2 sin(7)?" dt = Z n ), W, x

Puisqu’on a /0 ((21;| 51n2”(t) dt < (2 T par la majoration 31n2”(t) < 1 sur [0; 7] et que =— (2 m
entiere de rayon de convergence infinie alors I’interversion est bien légale et le rayon de convergence du développement de f au

voisinage de O est infini.

est le terme général d’une série

7. On remarque qu’une solution g développable en série entiere au voisinage de 0 a ses coefficients totalement déterminés par
g(0) = ay. En effet, la relation de récurrence donne a,,,; = 0 pour tout n inconditionnellement a cause de la condition a; = 0
et de méme les termes d’indice pair son fixés par le choix de ay. Donc f est bien I'unique solution satisfaisant f(0) = & sur son
disque de convergence qui est R.

8. En considérant les premiers termes de a,,, vérifiant la relation de récurrence

ao =7
ag =0
)
a, =-—%5 ,Vn>2

on prouve facilement par récurrence que pour tout n € IN, a,,, 1 = 0 et a,, = (=1)" En identifiant a,, a (— 1)” ), grice

22n( 1)2
ala question 6) on a
2n)!
Vne N, W, = 2L
22n(p!)2

Exercice 159 (correction)

1. Onauy =1letu, =2.

2. Onabienu, = 1+1.Soitn > 2. Onconsidere E, | = {1,....n,n+ 1} eto: E, .| — E ;. Sic(n+1) =n+1lalors o est
une involution de &, réciproquement toute involution de &, induit une involutionde &, quifixen+1.Sic(n+1)=j #n+1
alors I’ensemble de n — 1 éléments E) = E, \ {j} est stable par ¢ qui est toujours une involution. Puisqu’on a n choix pour
Jj #n+ 1onabien

Upy1 = u, + nu,_
—— ——

involutions qui fixent n+1  involutions qui ne fixent pas n+1

3. (a) Puisque ’ensemble des involutions est inclus dans &, qui est de cardinal n! on a 4, < n! donc '% < 1 donc le rayon de
convergence de f est supérieur a celui de Y, ., x" qui est 1.



(b) D’apres le cours f est dérivable et on peut la dériver terme a terme sur | — R; R[. On a

[0e]

u, S u S u + nu,_
f’(x)—z(n o h= Y = 1y
= !

_ Uy n < Up—1  p-1 _
_Hg{”’x +n§(”_1)!x xx = (1 + x)f(x).

—_—— —,—
fo-1 S

(¢) 1l ’agit d’une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 1 du type y' — a(x)y = 0 dont les solutions sont de la forme

2eA™ avec A'(x) = a(x). Donc 3IA € R/ f(x) = 1T Puisque f(x) =uy=lonal=1.
(d) On a par ailleurs

_Nz_:%NZ< > iimzkx

=0 N=0 k=0
On en déduit qu’a » fixé, le terme a, en x" de la série entiére ci-dessus est
q n
N
(%)

rE
N+k=n/k<N N2

MaisAnz{(N,k),Ne]N,OSkSN,N+k=n}={(n—k,k),0§k§ ng}.Doa

5 n k) L%J

Z =Y o
4 (n— k)12k = kl(n— 2k)12k
Par unicité des coefficients du développement en série enticre on a a,, = % ce qui permet de conclure.

Exercice 160 (correction)

1. Il n’existe que deux fagons de partitionner {1} donc B; = 1. De méme, {1,2} et {1} U {2} sont les deux seules partitions de
{1,2} donc B, = 2. Enfin,

{1,2,3} ={1,2} u {3} ={1,3}u {2} = {2,3}u {1} = {1} U {2} U {3}

donne B3 = 5.
2. On considere I’ensemble E = {1,2,...,n+ 1} et considere les partitions de E telles que la partie contenant n + 1 posséde
1 <k+1<néléments. Ak fixéilya (Z) facons de choisir une telle partie. Etant donné une partition P = {El Yoy Er} telle

quen+1 € E, alors P\ { E, } forme une partition de E \ E, qui est un ensemble & n — k éléments. Il y a donc () Bu—y partitions
de E telles que la partie contenant n+ 1 possede k + 1 éléments. On obtient alors, en faisant le changement de variable k <& n—k

=3 (1) -2 (L)% -2 ()

k=0 =0 k=0



B
. (@) On va montrer que le Vn € IN, B, < n! ce qui prouvera que n—:’ < 1 et donc que le rayon de convergence de B est supérieur

aceluide ), x" qui est 1 donc que B est bien définie sur ]-1,1[.Ona By =1<0! Soitn € IN tel que Vk < n, B; < k!.

On a alors
n n
n 1
B, =1§)<k>3k S"!kz::d)(n—k)! <nlx(n+1)=(n+1)
ce qui conclut la récurrence.
(b) Ona
+0o0 xn_l +00 N
B'(x) = Z Bnm = Z B, .1 pl (changement de variable)
n=1 n=0
+o00 n
= Z Z ( > (formule d’Aitken)
n=0 k=0
+o00 n - k kak . . .
= z Z (simplification et regroupement des termes)
(n—k)! k!
n=0 k=0
= e*B(x) (on a reconnu un produit de Cauchy)

B X
On obtient alors Vx € R*,In(B(x)) = B((x)) = ¢* donc il existe ¢ € R tel que In (B(x)) = e* + ¢ donc B(x) = e *¢
X
mais B(0) = 1 = e!*¢ donc ¢ = —1. Donc B(x) coincide avec e¢ ~! sur R* et elles sont toutes les deux développables en
séries entiere sur R donc Vx € R, B(x) = ¢ 1.
(c) Ona
K +k)! K+k)-(k+1
(K+ k) _ (Kt ( )=<1+5><1+—k ) (1 +K)
k!K! K(K—-1)--1 K K-1
K n
2(1+%) 2(1+%) car K >n

. bi (K +k)! S (K + k)"

ce qui prouve bien que ce que Kkl 2 Kk
(d) On développe e¢ ! en série entiere pour pouvoir calculer B, en identifiant les coefficients des deux séries. On a
e l S ﬁ
‘ k!
5 (5
1! k
+2’° (1 +2‘° kn) <
n=0 k!
s o 113 k" K"
On en déduit, par identification, que Vn € N, B, = = 3 7k Enfin, pour K € IN tel que il <lona
€ k=0

n +o0 K k)" +oo
RIyEHD In1l_,
k! e = (K + k)! e = k!

7. On se restreint aux réels positifs pour étre sir que B(x) > 0 et donc que son logarithme ait un sens.



1 K-1 K" 1 K-1 K"
doncO<B,—— ) — <lpuisB,—1<- Y — < B,.Ce qui prouve bien la formule voulue.
" € k=0 k! " € k=0 k! "

Référence : Analyse combinatoire - Charon, Hudry.

Exercice 161 (correction)

1. Puisque p,, ,, ne tend pas vers O on a R < 1. Par ailleurs, lorsqu’on écrit n = s; + -+ + 5, on a nécessairement 0 < s5; < n donc

ce qui permet d’injecter les partitions de n en au plus m sommants dans {0, ..., n}" donc p, ,, < (n+ 1) qui est polynomial en
ndonc R > 1.
Syt +Ss,=n

_ m
. Onpose 4,, =4 (s;,...,5,) EN 0<s < <s,

} et B,,, = {(al,...,am) eN" | a; +2ay + -+ + ma,, =n}.Par

définition, p, ,, = #A, ,,. On pose I'application f : (a1, ..., a,) = (@, @y + Q15 .o, @y + &y + - + ;) de B, , dans A, ,
11 - 1\ a,
TP o101 - 1 e, .
qui est bien définie est injective car elle peut étre définie par la multiplication matricielle| . . . . m=1 | et 1a matrice est
0 0 - 1)\ o
inversible car de déterminant 1. L’inverse de cette application est f=' 2 (sy,..., 5,) = (Spy = Spue1s Smei — Smas -+ »$1) QUi est
aussi bien défini. On a donc bien le résultat demandé.
1 +oco . +oo .
3. Pour tout [x| < 1, T = ]Z:O x% = IZ:O O, ;X" avec 6,y = 1si k € sZ et §;;, = 0 sinon. En particulier on remarque que pour

tout s et k ona &, = &, ;. ce qui facilite le calcul des produits. Donc

m +0o0
1 — sk
(1—x)(1—x2)---(1—xm)_g 2 >

k=0

Il
DM
~
:M
|
g
(=%}
3
§M
~
><=

=+§( > _n1>x"=+§ PRIES

n=0 \a;+2ay+---+ma,,=

+00
= an,mx” = S(x).
n=0

4. On s’intéresse désormais au cas m = 3.

(a) En multipliant de part et d’autre part (1 — x)> puis en évaluanten x = lonaa = ﬁ = % De méme, en multipliant par
1+ xetenévaluantenx = —lonab = % En multipliant par x et en prenant la limite ona 0 = % T + ¢ ce qui donne
X = épuis,enévaluantenx =0onal= é +‘1—‘+% + % +d ce qui donne d = %

(b) Il s’agit maintenant de développer en série entiere la fraction de droite et d’identifier avec les coefficients de la série de gauche
a I’aide de I’unicité des coefficients du développement en série entiere sur un intervalle non trivial. On y va terme par terme.

On commence par les plus faciles
+oo +o0
1 — n 1 — n.,.n
l_x_zx et 1+x-2(—1) x
n=0 n=0

On remarque ensuite que

a —lx)2 = < 1 i x) et a —1x)3 = % (ﬁ) ce qui permet d’obtenir les développement en

série entiere de ces deux fractions en dérivant terme a terme (par convergence normale sur tout compact des séries entieres).



On a, apres changement de variables,

+

e +o0
1 1 mn+Dn+2)
— =N+ Dx"et = x".
(1-x)? g) (1-x)3 ng() 2
Enfin, il reste a traiter zx;zl que I’on développe en éléments simples dans C(X). On trouve
X+ x+
+0oco
x+2 1 1 -2n AN
= + = + x
x24+x+1 1—-j2x 1—jx ,E)(J J)

2 _
avec j = ¢'3 et j2 = j les racines de X% + X + 1. On a alors

+0o0 +oo
mn+1Dn+2) n+1 17 1 1,0 .
n= - — _ln _ n n n
n§=opn’3x g{)< > + gD +9(J +") ) x

- Jio (i(n+3)2— Ly %(—1)"+ 1('"+j_"))x".
n=0

12 72 9
Lorsque # est un multiple de 3 on a j" + j” = 2 et sinon j” + j" = —1. Ceci permet d’obtenir :
Si n est pair, multiple de 3 p, ; = =(1+3)° = = + é + % =L+ 41
Si n est pair, non multiple de 3 p,; = %(n +3)% - 77—2 + % - é = %(n +3)? - %
Si n est impair, multiple de 3 p,; = %(n +3)2 - 77—2 - % + % = 1—12(n +3)2
Si n est pair, non multiple de 3 p,; = %(n +3)2 - 77—2 - % - é = %(n +3)2 - %

1 1 . . 1 .
Dans tous les cas on a ‘ Pom — E(n + 3)2‘ < 3 or p, ,, estun entier. C’est donc Ientier le plus proche de E(n+3)2 (attention,
il ne s’agit ni de la partie entiere, ni de la partie entiere supérieure).

Référence : Analyse combinatoire - Charon, Hudry.

Exercice 162 (correction)

Correction a venir.

Exercice 163 (correction)

Ty
1. Puisque les permutations alternées forment un sous-ensemble de &,, on a la majoration de 7,; < (2p+ 1)! donc ﬁ <

p !
donc le rayon de convergence R de T est supérieur a celui de Y, x" qui vaut 1.

2. L’entier 6~!(2p + 1) est I'indice pour lequel ¢ vaut 2p + 1. Les valeurs atteintes en indice impair sont inférieures strictement aux
valeurs prises par o a I’indice précédent et a I’'indice suivant. Puisque 2p + 1 est la valeur maximale prise par o elle est forcément
atteinte en un indice pair. On 7] = 1 et T3 = 2 car il y a seulement deux permutations alternées dans ©; qui sont (23 1) et (1 3 2)
(on doit nécessairement avoir 3 en indice 2 d’apres ce qui vient d’étre dit).



3. On considére une permutation alternée o et j telle que o(2j) = 2p+ 1. Les valeurs prises a gauche (1) < 6(2) > - > 6(2j — 1)
respectent I"alternance tout comme celles de droite 0(2j + 1) < 6(2j +2) > -+ > 6(2p+ 1). On note S, les valeurs de gauche et
Sy celles de droite. En faisant correspondre bijectivement S, avec {1,...,2j — 1} et S, avec {1,...,2p —2;j + 1} en respectant
I'ordre on fait correspondre a ¢ deux permutations alternée o, et o, de ©,;_; et &,, ;.. Réciproquement, en choisissant
2j — 1 éléments dans {1, ..., 2p} (les valeurs S, ) ce qui fixe les 2p — 2j + 1 restantes (les valeurs de S;) et en choisissant deux
permutations alternée o, € &,;_; et 6, € ©,, ;| on peut bien reconstruire une unique permutation alternée o € ©,,,;. On

a (sz 1) fagons de choisir les valeurs de S, puis T,;_; fagons de choisir o, et T,, ,;,; fagons de choisir o,. En sommant sur
I’indice auquel apparait 2p + 1 on obtient avec le changement de variable ¢ = p — j

P p-l1
2p 2p
Ty = ; <2j ~ 1>T2j—]T2p—2j+l = q;o <2q + 1>T2q+lT2p—2q—l'

On en déduit que Ty = (T)Tl T; + (‘3‘)]’3T1 =16.
4. On peut dériver dans la somme par convergence normale sur tout compact des séries entieres

+00 le’
T'(x)= Y Toppy=—
pzz;) 2p+1 (2[)) ]

Or, en remarquant que lorsque j est impair pour tout k soit k soit j — k est pair, on a le produit de Cauchy suivant :

T(x)* = —— X = < >TkT2p—k - = < >T2q+lT2p—2q—l ——=T'x)-1
2\ k! (j —k)! 2\ k 2p)! =\ k 2p)!
I’avant dernicre égalité étant obtenue en sommant les T}, pour k impair ce qui élimine aussi le cas p = 0 pour lequel on a seulement
I’indice k = 0.

/

y
y+1
X + ¢, i.e. y(x) = tan(x + ¢). Puisque T'(0) = 0 on peut prendre ¢ = 0. On a donc Vx € |—R, R[, T (x) = tan(x).

5. Soit y une solution de 1’équation. On a alors (Arctan(y)) = = 1. Ceci implique qu’il existe ¢ € R tel que Arctan(y) =

Référence : Analyse combinatoire - Charon, Hudry.

7. Séries numériques - corrections

Exercice 164 (correction)
o i a nln(1+ﬂ) . ) A\ . &P 0\ ,
Grace a I’expression | 1 + S) =e n/ on obtient I’expression ( 1 + ~) =ef—gef+ (0] o a I’aide de développements
limités a ’ordre 2. En sommant, on obtient alors
1 1
— + Ol —
n n2

2
un:<l—%>ea‘
— —

terme général d’une série convergente



2
Z . ) 2 . . o) sz 1 .
On en déduit que la série de terme général converge si et seulement si la série de terme général (1 - a—) e? - ~ converge ce qui est le

2
2
cas seulement si <1 - %)ea =0,ie.a>=2donca € {—\/5,\/5}

A Cet exercice est une excellente illustration du fait qu’on ne peut pas brutalement sommer des équivalents. En effet,

n
si malgré les recommandations des professionnels vous vous y risquez, puisque <1 + f) tend vers e? on aurait

Uy ~ e? qui n’est jamais le terme général d’une série convergente.

Comme vous pouvez le constater j’utilise le développement limité e = u 4+ O(u?) qui est une sorte d’hybride entre le

2)
développement 2 I’ordre 1 qui est e = u + o(u) et celui a I’ordre 2 qui est e = u+ - + o(u?). L’avantage de cette écriture est

qu’elle est aussi compacte qu'un développement a I’ordre 1 mais donne plus d’information. Pour vous en convaincre essayez
de refaire 1’exercice en faisant des développements a I’ordre 1 (vous devriez échouer puisqu’on a un o (%) ala fin qui ne nous
permet pas de conclure) et en faisant des développements a ’ordre 2 (vous devriez réussir mais avec des calculs beaucoup
plus pénibles car vous trainerez des termes d’ordre 2 qui se contenteraient bien volontiers de rester sous forme de O <ni2 )).

Exercice 165 (correction)

1 < 1 ~
ppem(l,...,n) — n(n—1)

Pour n > 2,n — 1 et n sont premiers entre eux donc n(n — 1) | ppcm(1,2, ..., n) donc nLZ qui est le terme

général d’une série convergente. Par positivité notre série converge.

Exercice 166 (correction)

Si a > 1 la suite ne tend pas vers 0 et donc la série de terme générale (u,,) ne converge pas.

Si0 < a < 1 on utilise la définition générale de 1’exponentiation pour un exposant non entier u, = aVn = eVrina op remarque
alors que n’u,, — 0 par croissance comparée ce qui prouve que Y. u, converge (pour faire proprement la croissance comparée poser

N =—y/n-Ina).
Exercice 167 (correction)

On fait des développements limités successifs. On a cos ( ! > =1-—=—+0 <W%> puis

1
n% n

1 1 1 1 1 1
ln<cos<n—a>>=ln<l—n§+0<ﬁ>> =—%+0<%> N—HE

Puisque —n% est de signe constant il s’agit du terme général d’une série de méme nature que In <cos <nia>> Cette dernicre
converge donc si et seulement si a > %
Exercice 168 (correction)

On remarque que la fonction f définie par f(x) = y/1 + x — 1 laisse I’intervalle [0, 1] invariant et est croissante et continue sur
cet intervalle. On en déduit que (u,) est monotone et bornée donc qu’elle converge vers un point fixe de f. La fonction f a deux



points fixes —1 et 0 et seul O appartient a [0, 1] donc limu, = 0. On peut alors faire un développement limit€ de u,,; qui donne
Upgy = VT +u, =1=1+2+0(u) =1=2+0 («).Onaalors lim “Z—:l = % < 1 et la régle de D’Alembert nous permet de
conclure que Y u, converge.

Exercice 169 (correction)

z

L’idée est de considérer la suite S,y — Sy o Sy = Y, %, la suite des sommes partielles. On a alors
n=1

T o) =
o
Sin=Sy= D) —>—— ) o).
2 T 4N2
n=N+1 h 4N n=N+1
2N N N(N4l
On remarque ensuite que ), o(n) > Y n= % En effet, il s’agit d’'une somme de N entiers distincts. On peut alors conclure
n=N+1 n=1

N(N+1)

que Sy =Sy 2 =3

~ %. On en déduit que notre série diverge (si elle convergeait on aurait S, 5 — Sy qui tendrait vers 0).

Exercice 170 (correction)

1. On vérifie tout d’abord que la fonction x — x - (1 — x) définie sur [0; 1] est bien a valeurs dans [0;1]. Ona 0 < x < 1 et
0 <1 —x < 1 donc en multipliant les deux inégalités on a bien 0 < f(x) < 1. On en déduit par récurrence que pour tout # on

a0 <u, < 1. Notre suite est donc bornée est u, | —u, = —ui < 0 donc elle est décroissante et minorée donc converge vers un
point fixe de f. Le seul point fixe de f est 0 donc (u,,) tend bien vers 0.
2. Ona

<
—_
|
:tl’_‘
Il
:tl’_‘
VN
[y
I [ =
<
B
|
—_
v

n+1

L 1.1

Upy Uy
3. Lasuite (1) est le terme général d’une série divergente. On en déduit que

n—1 1 1 n—1
— = )~YN1=n
,;( ”k) ,é) "

Donc

Upt1
(e 1 11 1
Par télescopage Y < - —) = — — — ~ — ~n.Doncu, ~ -. Il s’agit donc du terme général d’une série divergente.
k=0 Upyy Uy Uy L) Uy n

Exercice 171 (correction)

1. Ona Sy = Zi\jzl U, 1 — U, =upyyq — up par téléscopage ce qui répond a la question.

2. La question précédente nous suggere de nous intéresser a la série de terme général u,  ; — u,. Lorsqu’on voit une différence de
deux racines c’est souvent un bon réflexe de passer a la forme conjuguée pour faire disparaftre les racines

_(un+l_un)(un+l+un)_ 1+\/2+"'+ \Vn+ vn+1—1—\/2+---+\/ﬁ

Upt+1 + Uy Upt+1 + Uy

Upy1 — Up



Les 1 se simplifient et on retrouve une différence de racines. On remarque qu’en réitérant le procédé les deux vont se simplifier.
En somme on simplifie considérablement le numérateur en rajoutant des termes au dénominateur.

—u = Vn+l
1 =t <m+m><m+m><m+ﬁ>

Il ne nous reste alors plus qu’a minoré le numérateur pour obtenir un grand O du terme général de notre série. On a les minorations
grossieres mais suffisantes

\/k+\/k+1+...\/ﬁz
On en déduit que

(Vi vimts Vi a) - (Var oo s ey o (Voo Vi 1o i) 2 2 [T

k=

1 1

! 1 1 1
\/Z=nz"_—k > namtl-k et \/k+ \/k+ I+...Vn+12>(n+ 1)tk > ponti=k

or
n

1 n 1
| Inzk =nz"=1 2k > \/;

k=1

Donc u, | —u, < = n

"= on/n

Je mentionne I’existence d’une autre méthode qui ne fait pas intervenir les séries. On peut poser v,, = \/1 +V 14+ \/I ,1.e.

vy =letv, = f(v,) avec f(x) = /14 x. On peut montrer que v, tend vers ¢ = %5 (exercice) puis que

m—o(l

) donc la série converge donc u,, converge.

v, <u, L2,

(exercice) ce qui permet de conclure que (u,,) converge puisqu’elle est croissante et majorée. On peut méme majorer u,, par 21/%v,
ce qui donne une encore meilleure majoration de la limite.

Exercice 172 (correction)

Remarquons tout d’abord que si deg P # deg Q alors SEZ; tend soit vers 0 soit vers co donc In QPEZ; ne tend pas vers 0 et notre
série diverge grossiérement. On suppose donc que deg P = degQ =d etonnote P = a; X% + - +ayet Q = by X4 + - + b,.
Une condition nécessaire pour que la série converge est que SEZ; — lor gz’li ~ Z—" ie. |ay| = |by|. Quitte a factoriser au
d

numérateur par a, et au numérateur par b,; on peut supposer que les polynomes P et Q sont unitaires.
On va ensuite effectuer des développements limités pour conclure. On a

P(n) _ P(n) I _Pw) |, . 1 o1 )
om - w11 (Q(n)/nd - 1) =i 1-(Qm)/n —1)+0 <n2) (On utilise o0 1 —u+O®w?))
—— =bd,1+0(%>
-0 n n

b —-b
4% Lo LYY (12222t po (L))o yp &t =% (L
n n2 n n2 n n2

—b
_ b ( % > (On utilise In(1 + u) = u + OW?)).
n n

P(n)
n
o)




ag_1=bg_
n

Le O ( ) quoiqu’il contienne est le terme général d’une série convergente. Quant au c’est le terme général d’une série

Pn)

) converge si, et seulement si les deux conditions

convergente si et seulement si a;_; = b,_;. En conclusion, la série )}, In
suivantes sont réalisées :
— deg P =degQ

— |ay| = |bg| etbyag_y = agby_;-

Comme vous pouvez le constater j’utilise le développement limité In(1 + u) = u + O(u?) qui est une sorte d’hybride entre

o s8N 1 . 2 )
le développement a 1’ordre 1 qui est In(1 + u) = u + o(u) et celui a I’ordre 2 qui est In(1 + u) = u — "7 + o(u?). L avantage
de cette écriture est qu’elle est aussi compacte qu'un développement a I’ordre 1 mais donne plus d’information. Pour vous
en convaincre essayez de refaire 1’exercice en faisant des développements a I’ordre 1 (vous devriez échouer puisqu’on a un

0 (;) a la fin qui ne nous permet pas de conclure) et en faisant des développements a ’ordre 2 (vous devriez réussir mais
avec des calculs beaucoup plus pénibles car vous trainerez des termes d’ordre 2 qui se contenteraient bien volontiers de rester
sous forme de O (lz )).

n

Exercice 173 (correction)

On a I’encadrement 0 < x < 1 donc I’'intégrande est bien intégrable en O et elle est continue par morceaux.

[oRs-E Lo

n+

Gréce a la relation de Chasles on écrit

PourL<x$10nak$l<k+ldonc llJ = k. On a alors
k+1 k X x

2%+l _1" 1 !

ntl

L _1_ 1 ui donne,
k(k+1) — k  k+1 q

la derniére ligne étant obtenue en séparant écrivant le numérateur 2k + 1 = k + (k + 1). Par ailleurs

par un télescopage puis un changement de variable,

n n n+1 n+1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
E;(k+1)2+k(k+1)_E((Z;(Hl)Z)H_nH)_§<<,§5ﬁ)+l_n+1>_§<<k§ﬁ>_n+1>'

En prenant la limite on a alors

Exercice 174 (correction)

La fonction f définie sur R* par f(x) = In(1 + x) est stable sur cet intervalle donc (u,,) est bien définie et a valeurs positives. Par
ailleurs, par concavité de f son graphe se situe sous sa tangente en 0 qui est y = x donc Vn € N, u,, .| = In(1 +u,) < u,. La suite u
est donc décroissante et minorée par 0 donc converge vers une limite £ qui vérifie £ = f(£) par continuité de f.



L’équation # = In(1 + £) a pour unique solution # = 0 par stricte concavité de f. On en déduit que u converge vers 0. Ceci nous

u u
permet de faire un développement limité de u,, .| = In(1 +u,) = u, — ?" +o (uﬁ) =u, (1 - 5" +o (u,,) ) Soit @ € IR, on va chercher

a de telle sorte que uZ+ — u? converge.

1

DL, de (1 + x)* PR € P
1 de x Uy, =y 5 to (un)
l+a
au, |
donc  wf  —ut =- S +o (ul¥e)
(pour @ = —1) L _1 =1+o(1)
unl-}—l U %
donc -— ~ =
U, U, 2
Puisque la série des % diverge (grossierement) on a
n—1 n—1
1 1 _yl_m=
k=0 Upyl Uy k=0 2 2

. 1 1 1 n 2 . o L , L N .
Donc par télescopage — — — ~ — ~ 5 donc u, ~ = qui est positif et le terme général d’une série divergente d’apres le critere de
n

uy, U Uy
Riemann donc ) u,, diverge.

8. Intégrales impropres et intégrales a paramétre - corrections

Exercice 175 (correction)

En +oo, tiz — 0 donc on peut utiliser un équivalent. On a alors sin <ti2) ~ tiz de signe constant localement. Donc sin (tiz)

intégrable en +oco. En 0, sin <tl2> est bornée sur I’intervalle borné ]0; 1] donc son intégrale converge.

Exercice 176 (correction)
On utilise le développement a 1’ordre 2 du cos en 0. On a cos(x*) = 1 + X2 4 o(x3%) ce qui donne

1 B 1 1

cos(®) — 1 x24(1 + o(x?))  x2

qui converge si et seulement si 2a < 1 donc @ < %



Exercice 177 (correction)

Ona i 11+t) ~ % de signe constant et d’intégrale divergente en 0 donc notre intégrale diverge.

Exercice 178 (correction)

Int
1412

La fonction f: t — est de signe constant localement aux bornes de I’intervalle d’étude donc on peut utiliser des o, O et

équivalents pour déterminer son intégrabilité. On a \/; 1::2 ~ \/; In(?) e 0 donc Ltz =0 <L> donc f intégrable en 0. Par ailleurs,

1 1+f \/}

B2 ~ h‘% 2 0 donc f(t) = o (#) donc est intégrable en ’infini. En faisant le changement de variable u = % on obtient

+o0 Int _ +oo Int I
Jo o 1padt==Jy" 11741 donc Iintégrale est nulle.

Exercice 179 (correction)

On peut faire les développements limités suivants en +oco

1 1 1 1 1
ln<cos?>=ln<l—ﬁ+0<t—4>> =_t_2+0<t_4>

dont I’intégrale converge car localement de signe constant.
Pour I’autre borne on peut faire le changement de variable u = % - % qui ramene au probléme équivalent de 1’étude de

/2
/ In| cos (E — u) ;du
0 2 y 4
— —

en 0. On a In(sinu) = In(u + o (1)) = In(u) + o (1) qui converge (car \/ﬁ Inu — 0 par exemple).

Exercice 180 (correction)

Aucun probléme en 0. Pour I’étude en +oo on fait le changement de variable u = ¢ (bijectif et C! sur R*) qui raméne 2 1’étude
de la convergence en +oo de I'intégrale
[So] .
sinu
/ du.
0 2+/u

On n’est toujours pas sorti d’affaire mais presque. Pour prouver que 1’intégrale converge on peut soit utiliser la régle d’Abel (hors
programme donc il faut savoir la redémontrer) soit on peut s’en sortir avec une intégration par partie en remarquant que I’intégrale de

!/
<%> sera convergente. On intégre donc par partie en posant U = L\/_ et V' = sin(u) (on enléve le 2 au dénominateur qui ne nous
u u
embéte pas pour étudier la convergence). On a alors
X x X X
sinu 1—cosu 1 —cosu 1 —cosx 1 —cosu
du = u= ————du.
0 u Vu |, Jo 2w Vx o 2ud?

Le premier terme tend vers O en I’infini et le second converge car I’intégrale est absolument convergente. Attention au fait qu’on doit
choisir V' = 1 — cos u comme primitive de sin u pour que liénUV # 0.



Exercice 181 (correction)

On peut écrire

t te”! - |
g ke te”! Z te~ I,
e — —e =0

Par ailleurs, pour tout # la fonction re~"*+1" est intégrable sur [0, +oo[ (car ¢’est un O (é) en +oco par exemple). De plus, en intégrant

par partie pour éliminer le ¢, on a

+o0 +o0
/ e~ Dgr = [—_t e_("“)'roo + L / octigp = 1
0 n+1 0 n+1J, (n+1)?2

Puisque f,(t) = te~"*1! est positive et que son intégrale est le terme général d’une série convergente I’inversion série-intégrale est
Iégale. On a donc

+o00 " +o0 400 (D) +o0 1 +oo1 ”2
dt = te "t gt = =) —=_.

Exercice 182 (correction)

Pas de probléme de convergence en O et en +oo notre fonction est équivalence a e~ positive et d’intégrale convergente donc

tout converge bien. On a par ailleurs ﬁ = e"ﬁ et e’ < 1 pourt > 0 donc on a le développement suivant e"# =
+o0 +o0

e Y (=1)e™ = ¥ (=1)"e~("* dont le terme général est intégrable en valeur absolue donc on peut faire I’inversion série intégrale
n=0 n=0

ce qui donne

el < ¥ 3 D
dt= Y (-1)" “tDigyr =y ——— =1n(2).
/0 I+¢ MZ{)( ) ,/0 ¢ MZ{) n+1 n)

Exercice 183 (correction)

1. Le seul probléme qu’on peut rencontrer est en 0 car en z/2 la limite est finie. Si on se refuse de composer des équivalents (bien
que ce soit légal pour le In) on a

In(sint) = In(t + o(¢)) = In(#(1 + o(1)) = In(?) + In(1 + o(1)) = In(¢) + o(1)

qui est intégrable (car \/; In() — O par exemple).
2. (a) Changement de variables u = 7 /2 —1t.
(b) Ona

U=I+J= / * In(sin(t) cos(t))dt = / "In (% sin(2t)> dt = / * In(sin(20))dt — %m(z).
0 0 0
Le changement de variable u = 2¢ donne alors

/5 In(sin(2t))dt = 1 /” In(sin(u))du = /5 In(sin(u))du = 1
0 2 Jo 0

la derniere égalité provenant du fait que x = z/2 est un axe de symétrie de sint et donc de In(sin(¢)) sur ]0; z[. Au final
I =-2InQ).
2



Exercice 184 (correction)

nt

. Fixons n. On a ——— ~ ¢7" qui est intégrable et positive. Donc I, converge bien.
1. F 0] - ! qui est intégrable et positive. Donc 1, ge b
(1+e’)"+
. .o, . . ’r_ t oo T _ 1 ’r_ —(n+1)e’
2. On fait une intégration par parties avec v’ = €' ("donc" u = ;e” yetv = Trey T (donc v = ey — ). On a alors

teo oo+l
1, = [le”’;] potl / ¢ dt.
n (1 +et)n+1 0 n 0 (1 + et)n+2
1 n+1

—a7 + =~ Ly41- I suffit alors de considérer cette relation au rang n — 1.

Ce qui donne I, = —
3. OnalJ, = 2% +J,_1.
: : . +00 ! +o0o o
4. Soit on remarque que Jy = 0 - I, = 0 donc J; = 1/2. Sinon par le calcul directon a J; = /; (I:T)zdt = /0 :—2dt avec
u =1+ ¢' donc une primitive est _71 donc

_ +00
eSSl
I+elo 2
o 1 T 1
Par téléscopage ona J, — J; = 3 rdonc J, = 3 - = ZELIESY - >
k=2 k=1 3

5. Immédiat.

+o0
6. Méthode 1: En faisant le changement de variables u = ¢’ on a I, = /1+°° u(u1+1)du = [ln <F"1>]1 = In(2).

+o0
1 _ _ . . . . . .
e = € ' ¥ (=1)"e" eten faisant soigneusement une inversion série intégrale on obtient
n=0

Méthode 2 : Enécrivant — = e~
I+e
+o00 -1y
Iy= 2 <o =)

Exercice 185 (correction)

()

ey La fonction f est continue en 0 donc pas de probleme d’intégrabilité en cette borne. Puisque f est bornée
+t

ntf L
c’estun O(1). Donc on a a (2"2 =0 <(1 t2)2> lorsque t — +o00 qui est intégrable car O (%) elle méme intégrable par le critere de
+r +t

On pose g, (1) =

Riemann.
Puisque f est C' enOona f(u) = f'(O)u+ o(u) = f'(0)u + ue(u) avec £(u) = 0. En appliquant cela a ¢ fixé pour » grand on a

u—0
’ 2
limg,(t) = g = %. On a donc la convergence simple de la suite (g,,) mais ¢a ne suffit pas.
+
On veut réussir a dominer g, indépendamment de n. Pour cela on aimerait montrer qu’il existe M > 0 tel que f(x) < M x. Puisque

S estsupposée bornée lim TACY
X—+00

la fonction f est C! sur le segment [0, x,] donc, avec M’ un majorant de f, I,[O ] PAT le théoreme des accroissements finis appliqué a
0

Iintervalle [0, x] on a | f(x) — £(0)] < M'(x —0),i.e. |f(x)] £ M'x. Avec M = max M’,1 on a bien Vx € R*,|f(x)| < Mx. On
en déduit que

= 0,i.e. il existe x, € R* tel que Vx > x, | f(x)| < x (définition de la limite avec € = 1). Par ailleurs,

Mi?
(1+12)?

et cette dernicre fonction est indépendante de # et intégrable on peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée de Lebesgue.

8,1 <



2t

(1+12)2

. . . . , . . 2
Il ne reste plus qu’a calculer la limite. On fait une intégration par partie de f0+°° 2t2 sdtavecu =tetv =
t

(1+%)

qui se primitive
-1 ’ U’
en —s (en effet, v” de la forme ). Cela donne

+o0 2 _ +o0 +00
/ 2 2dt= [ t2:| + / %dl‘
0 (1+t2) 1+14], 0 I+1

N ] < J
g v

= =% (car primitive Arctan)

On peut enfin conclure que

400 ntf 1
lim ﬁdr =Z 10).
n—+oo [ (1 +t2)2 4

Exercice 186 (correction)

+o00 00 S 2
En appliquant le changement de variable y = xn on a / 2 gy = f * (" ) dy. 1l s’agit donc simplement de justifier

0 1+n2x2 0 1+y2
I’inversion limite intégrale. Par hypothése IM € R,Vx € R*, f(x) < M donc I'intérieur de I’intégrale est dominé par M qui est
1+)?
- ’ ~ nf@ g / OO 40— rVE
intégrable et ne dépend pas de M donc nlgg} f ol dx = b 2 dy = f(0)3.
Exercice 187 (correction)
On pose g(x,1) = cos(x sin(?))
1. Pour tout x € R fixé ¢ — g(x, ) est continue sur le segment [0; z] donc intégrable.
2
2. Onabien at fixé x — g(x,1) de classe C*® et toutes les conditions de continuité par morceaux des dérivées partielles g—i et 37§

en ¢. On a en plus la domination |g—i(x, t)| < 1 donc on peut dériver sous le signe intégral, i.e.

fl(x)=- /” sin(t) sin(x sin(7)) dt
0

) = - / i sin(7) cos(x sin(7)) dt .
0

3. Ona %(x, 1) = —sin(?) sin(x sin(r)) + x cos2(f) cos(x sin(z)).

4. En remplacant sinz(t) par 1 — cos?(¢) dans I’expression de x f”/(x) on a
" !/ " ah T
xfrX)+ () +xf(x) = E(X’ ndt = [h(x, 0] = 0.
0

5. Avec g(x) = ZS" a,x" solution de [E} puisqu’une série entiére converge normalement sur son disque ouvert de convergence on
peut dériver terme a terme et on a

xg"(x) + &' (x) + xg(x) = ay + Y (@, + (n+ 1), )x" = 0.

n=1

e, . P 4 . I3 . . —a,_
Par unicité du développement en série entiére sur le disque de convergence onabiena; =0etVn > 2,q, = - Z,




—1)y . .. . .
6. OnaVu € R, cos(u) = Z+°° I yon donc, sous réserve de pouvoir intervertir série et intégrale on a

n=0 (2n)!
T +oo n n
2n 2n
fx )—/ (2 )' 2 sin()?" dt = 2 an )' W, x

: ’ ( 1) 2n
Puisqu’on a /0 ) sin“"(¢)| dt < (2 T par la majoration sin? "(t) < 1 sur [0; 7] et que =—— (2 T

entiere de rayon de convergence infinie alors I’interversion est bien 1égale et le rayon de convergence du développement de f au
voisinage de O est infini.

est le terme général d’une série

7. On remarque qu’une solution g développable en série entiere au voisinage de 0 a ses coefficients totalement déterminés par
g(0) = ay. En effet, la relation de récurrence donne a,,,; = 0 pour tout n inconditionnellement a cause de la condition a; = 0
et de méme les termes d’indice pair son fixés par le choix de ay. Donc f est bien 1’unique solution satisfaisant f(0) = z sur son
disque de convergence qui est R.

8. En considérant les premiers termes de a,, vérifiant la relation de récurrence

ay =71
aj = 0
a, = _Z’Q‘Z,Vn >2

En identifiant a,, a (—1)" Wy

an grice

on prouve facilement par récurrence que pour tout n € N, a,,, 1 = O et a5, = (-=1)" 22" T
ala question 6) on a
2n)!

VVIGIN,VI/H:HW.

Exercice 188 (correction)

1. A x fixé la fonction 7 > Ar(clta"(’;’) estun O < ) en +oo et ~ x en 0 donc elle est bien mtegrable aux bornes.
Ensuite, on a f(x,f) = Arctan(xt) oot pien C! par rapport a x et sa dérivée est —f(x t) = —5——>- qui est bien continue par
’ ’ 1(1+12) (l+x212)(1+t2)

1

_ < ’
Tenan S 1+ — fournit une domination qui permet d’intervertir dérivée et intégrale. On en

morceaux. Enfin, I’inégalité
déduit que

g(x) = / T,
o (A+x2)A+12)

En faisant un développement en éléments simples (remarquez que par parité il n’y a pas de termes en x et on obtient les termes
constants par un systéme en remplacant x par O pour obtenir une équations puis en multipliant par ¢ puis la limite en +co pour
la seconde) on trouve la relation pour tout x # 1

1 X 111
A+x22)A+72) x2—-1 1+x22 x2—-1 1+
On a alors
+0oo +0o0 2
g’(x>=/ ;dm/ 1
o (1+x22)(1 +12) 0 X2—1 1+x22 —1 1+z2
_ x2 /+°° 1 di — 1 /+°° 1 di = x2 k2 4
x2—1J9p 14x2£2 x2—-1Jp 1412 X2—12x x2-12
T
C2(x+ 1)

L’expression de g’ est aussi valable en x = 1 par continuité de g’.



2. On en déduit que g est une primitive de g’ donc il existe « € R tel que g(x) = %ln(x + 1)4+a. On a g(0) = @ = 0 donc

g(x) = % In(x + 1) pour tout x dans I’ensemble de définition. Par parité de la fonction sous I’intégrale on a I = 2g(1) = x In(2).
Exercice 189 (correction)

1—cos(xt) _ x

1. Le fait que f est paire est immédiat. On pose f(x,?) =
2 2

1oeos o~ On a | f(x,1)] < 2t72e™" intégrable en +co. Par ailleurs
t
5+o (t) pour t — 0 en faisant un DL de t = cos(xt). Ainsi f(x, t) est prolongeable par continuité en t = 0 en posant
f(x,0) = g Donc f est définie sur R.

o 2
On a %(x, 1) = SN o1 qui est continue par morceaux et intégrable (faire un DL, en 0) et %(x, t) = cos(xt)e™" dominée par
() = e~". Donc

+0oo
) = / cos(xt)e™" dt.
0
1 1+ix

Pour le calcul on passe par les complexes en écrivant que cos(xt) = R(e™*). On a /0+°° elx=Dr gt

1
" _ 1
1—ix 1+x2 donc f7(x) = 1+x2

ix—1)t]te _

T —l+ix [e(lx )I]O -

donc f'(x) = arctan(x) + ¢ mais f’(0) = 0 donc ¢ = O et enfin, par intégration par partie
f(x) = xarctan(x) — %ln(x2 + 1)+ d. Mais f(0) = 0donc d = 0donc

Vx € R, f(x) = xarctan(x) — %ln(x2 +1).
Exercice 190 (correction)

A venir
Exercice 191 (correction)

1. On pose f(x,t) = xtl
) 2+1

(14 x)(1+12)
de classe C! et

. e . . 0

. On a bien I(x) définie pour x € R* cart ~ f(x,7) continue sur [0, 1]. Par ailleurs, a—(x, 1) =
X

est bien continue par morceau en ¢ et dominée par

5 qui est intégrable car continue sur [0, 1]. Donc I est
+1

1
’ _ t
I'e) = /o a +x0)(1 + z2)dt

2. On fait une décomposition en éléments simples de ¢ —

————— ce qui donne
(1 +x0)(1 +12)

t 1 —X t+x >
= =+ .
AI+x)1+22) 1+x2\14+xt 1412
On peut alors calculer
1 b4
| | 1 —In(1 +x)+§1n(2)+xz
I'(x)= —— [— In(1 + xt) + = In(1 + %) + x Arctan(r)| = .
1+ x2 2 0

14 x2



Par ailleurs, I(x) est la primitive de I’(x) nulle en O car 1(0) = 0. On a alors

1 1 1 1
I=/ I’<x>dx=—/ 1“(”")dx+1“(2)/ ! dxﬂ/ Xy
0 o 1+x2 2 Jo 1+x2 4 Jo 1+x2

2 = In(2)x L. In(2)
8 4 2
= 7 In(2)
8

Exercice 192 (correction)

Ona f(x,1): t = ™ = e*In® d¢finie et continue sur R et prolongeable par continuité en + = 0. Donc son intégrale existe
toujours sur le segment [0, 1] donc f définie sur IR. On a pour tout 0 < ¢ < 1

x<y
N D Y 24

car In(7) < 0. Donc f est strictement décroissante. Par ailleurs, V¢ €]0, 1[, ¥ = (¢')* —+> 0 et f(x,t) dominée par 1 lorsque x > 0
X—>+00
donc, par le théoréme de convergence dominée on peut intervertir limite et intégrale et on a liIP f(x)=0.
X—=>1+00
Soient 0 < a < b < 1. L’encadrement
a~xe < t—tx < b—xb

pour x < 0,a <t < b montre la convergence uniforme de 1/ f(x, ) vers O sur le segment [a, b] lorsque x — —oo. Donc

Vn e WN,3IM, Vx < M,,Vt € [a,b], 1™ < 1 & n <X,
n

Donc /01 X dt > fab ¥ dt > (b— a)n pour x < M,. Donc lim f(x)= +oco.
X—>—00

Exercice 193 (correction)

1. On considere k > 1 un entier. On a pour tout £ € IN, (cos(¢x), sin(kx)) = O car il s’agit de I’intégrale d’une fonction impaire sur
un intervalle symétrique. Par ailleurs,

/2

(sin(#x), sin(kx)) = /

-

sin(Zx) sin(kx)dx = % / (cos((Z — k)x) — cos((k + £)x))dx =0

car il s’agit de fonctions 2z-périodiques de moyenne nulle. La famille étant libre car orthogonale dim(E) = 2a.

2. (a) Les éléments de E étant tous bornés il est clair que f(¢)e™" est intégrable en +o0. Donc @ est au moins a valeurs dans C(RR, R).
La linéarité est claire par linéarité de I’intégrable. Il reste 8 montrer que @ est bien a valeurs dans E. On pose k € {1, ... ,n}.
Par une intégration par partie on a

O(sin(kx)) = sin(kx) + k®(cos(kx)) et ®(cos(kx)) = cos(kx) — kD(sin(kx)).

®d(sin(kx))

En d’autres termes, <q>(cos(kx))

) est solution du systeme

1 —k\ (X _ (sin(kx)
k1 Y ) \cos(kx) )"



O(sin(kx)) ! (sin(kx) + k cos(kx))

On peut alors inverser le systtme ce qui donne 1k2 . Ceci donne aussi la
®d(cos(kx)) 2 (—k sin(kx) + cos(kx))
+

matrice de @ dans la base donnée de E qui est une matrice diagonale par blocs dont les blocs sont de la forme A, =
1 1 &k
1+k2\—k 1)

(b) On remarque que pour tout k > 1,/ 1 + kZA, est la matrice d’une isométrie. 11 s’agit donc soit d’une symétrie orthogonale
soit d’une rotation. Puisque son déterminant est 1 > 0 il s’agit d’une rotation. Puisque k£ # 0 1’angle de la rotation n’est ni 0
ni z# donc aucun des blocs n’est diagonalisable. Donc @ n’est pas diagonalisable.

Exercice 194 (correction)

sin ((2n + 1)) N 2n+ 1)t
sin(r) 0y
sin ((2n + 1)¢)
t

1. On asin((2n + 1)t) ~5 (2n + 1)t ce qui prouve que ~o 2n + 1 donc la fonction est intégrable en

0, elle est bien définie en x/2 donc pas de soucis. De méme pour . Pour I on fait une intégration par partie en

dérivant — en primitivant sin(ux) (on choisit pour primitive — cos(u) + 1) ce qui donne
u

* sin(u) —cos(x) + 1 * —cos(u) + 1
du= - du.
0 0

u x u2

—cos(u) + 1

On a bien convergence lorsque x — +oo car >
u

=0 (%) et tout est bien défini en 0 en prenant un DL, du cos(u).
u

2. Grace a la formule sin(p) — sin(g) = 2 sin <p ; q) cos (p ; q) on a pour tout n > 1

1,

n_In—l =

/”/2 5 sin (7) cos(2nt)
0

/2
- dt = 2/ cos(2nt)dt = 0.
sin(t) 0

On en déduit que I, = I = g

ix —ix

er—e . . . — . .
———— et factoriser le numérateur dans I’intégrale pour simplifier le dénominateur

On peut aussi utiliser la formule sin(x) = 5
i

mais c’est plus fastidieux.

_ o x/2 . 1 1 _
3.0nal,-J,= o sin (@2n+ 1) (sm_(t) - ?> dt. On pose @(t) =
en 0 et dérivable en O car @(t) = é + o(?) (en faisant un DL; de sin au numérateur et un DL, de sin au dénominateur dans

t — sin(?)

t sin(?)
intégration par partie

11 _ t — sin(z)
sin() ¢t T tsin(®)

qui est prolongeable par continuité

- . | B .
). D’autre part, on a la limite en O suivante ¢'(f) — 3 qui prouve que @ est de classe C'. On peut alors faire une



/2
I,—J,= / sin ((2n + 1)) g(t)dt
0

7[/2 1
cos((2n + 1):)(,)(1)]0 + o

-1 /2
— [ / cos((2n + D)g' (1) dt
2n+1 0

+
/2
= / cos((2n + 1@’ (¢) dt
0

|1

1
n= Il £ 57119l 0./ = O

Ceci prouve que lim J,, = %

4. Par un changement de variable u = (2n + 1)t on

@n+Dz/2 -
J, = / SIn) 4y 1.
0 u

Donc I =limJ, = %

Exercice 195 (correction)

. , , . e 1 1 1 .
Justifions d’abord I'existence de ces deux objets avant de montrer I’égalité. On Vn > 2, — < — or D — converge par le critere
n n n
. . 1 . . , e 1 ..
de Riemann ce qui prouve que Y, — converge également par comparaison. D’autre part, par définition f : 1 7= e~ qui existe
n

bien pour ¢ € ]0, 1] et qui peut étre prolongée par continuité en t = 0 par croissance comparée en posant f(0) = 1. On a donc affaire
a une fonction continue sur un segment. Elle est donc intégrable.

On va développer i grace au développement en séries entieres de 1’exponentielle puis justifier une inversion série-intégrale.

On a . .
I AN O R s N ;
/O Fdz_/o ;Tdt—;TA (tIn())"dt (6)

On justifie que I’inversion série intégrale est possible (il peut étre judicieux de d’abord vérifier que cela nous mene bien au résultat

(=tIn(r))"
n'

souhaité puis de justifier I'inversion si on obtient bien ce qu’on veut). On pose f,(t) = . De la méme maniere que pour f

on peut prolonger ¢ ~ ¢In(f) en 1 par continuité en lui associant la valeur 0. Ceci prouve que la fonction ¢ - |¢In(f)| est bornée sur
]0, 1]. Donc il existe M > 0 tel que

1
V1 €10,11,|f,(0)] < ﬁ'n donc / | £, d1 < £'n
n 0 n.

n
or la série )]

- converge (sa somme vaut eM). Ceci justifie que I’inversion faite en H est possible.
n!

Il ne reste plus qu’a calculer /01 (tIn(r))"dt. On fait le changement de variables In(t) = u (bien C et bijectif) puis le changement
x = —(n+ 1u (bien C! et bijectif pour n € IN) ce qui donne

! 0 +o0 _1\n i
/ (tIn())" dt = / We™ et du = / Gl DA B el i
0 — 0 (n+ 1) n+1 (n+ Dr+l




avec I, = f0+°° x"e™Xdx = [—x”e‘x]g°°+n /01 x"~le=*dx = nI,_, (parintégration par parties). Par conséquent, I,, vérifie I, = nI,_,
et I; = 1 donc Vn € IN, I,, = n! (on pourra aussi reconnaitre la fonction I' d’Euler qui donne directement I'(n 4+ 1) = I, = n!). Onen
déduit que Vn € IN

W (=l R T e - - ]
/(tln(t)) dt = Y — donc-/0 ttdt—z nl (4 1y _;(n+l)”+1 _;nn.

n=0

(il est possible de se passer des deux changements de variables et de directement faire une intégration par partie de fol " In(t)"dt en
posant u' = 1" et v = In(t)" mais la relation de récurrence est un peu plus difficile d voir).
Exercice 196 (correction)
A venir
Exercice 197 (correction)

1. En faisant le changement de variable u = x —fon a
X X
f(x)=1 +2x/ f(u)du—/ uf(u)du.
0 0

Puisque f est continue alors la partie droite de 1’équation est de classe C' comme somme de primitives de fonctions continues.
Donc f est elle-méme de classe C!.

En faisant une intégration par partie de fox uf(u)du en dérivant u et en primitivant f(u) en F(u) on obtient F/(x) = f(x) =
14+2xF(x)— (xF(x) — /Ox F(u)du) et en dérivant (légal car f est CHona

F"(x) = 2F(x) 4+ xF'(x).
Enfin, ona F(0) = 0et F'(0) = f(0) = 1.

+00
2. On suppose qu’on peut écrire F(x) = Y, a,x" sur un petit voisinage de 0. Le fait de satisfaire I’équation différentielle donne
n=0
+0oo
2a; = 2a5+ ) (n+ D)1 +2)a,, — (n+2)a,)x" =0
n=1

qui donne, par unicité du développement en série entiere, a, = ag et Vo > 1,a,,, = ﬁan. Par hypothese, ay; = F(0) = 0

eta; = F'(1) = 1. On en déduit par une récurrence immédiate que a,, = 0 pour tout n et que a,,,; = 2n+1, Donc F(x) =

+oo [+3) n

1 1 2 2 L. 2 . . N .
Y yoxtl=x Y <%) = xe* /2, Réciproquement x ~ xe* /2 est bien solution du systéme de Cauchy et cette solution
n=0 ’ n=0 "

. . 2 . L. .
est unique donc on a bien F(x) = xe™ /2 sur le disque de convergence de la série qui est R.

3. On en déduit que si f est solution de I’équation de départ alors f(x) = F/(x) = (1 + xz)exz/ 2, Vérifions qu’il s’agit bien d’une
solution. On pose g(x) = (I + x2)e*"/2 et

X X X
h(x) = 1 +/ (t+ )1 + (x = DD/ 2 4t = 1 +2x/ (1 +u)e/? du—/ u(l +u2)e”’/? du.
0 0 0
Puisque A(0) = g(0) = 1 elles sont égale si et seulement si leur dérivées sont égales. On a g'(x) = (3 + xz)xexz/ Zet h'(x) =
2 fox(l + uz)euz/ 2du+(x + x3)ex2/ 2. Puisque g’(0) = h'(0) = O ces derniéres sont égales si et seulement si leur dérivées sont
égales. Ona g"’(x) = (3 + 6x% + x4)ex /2 = B’ (x). Donc c’est bon ; f(x) = (1 + xz)e" /2 est I’'unique solution & notre équation
de départ.



Exercice 198 (correction)

1. Par croissance comparée In(f)e™ = O <%> enOetln(@e™ = O (%) en +oo donc intégrable aux deux bornes (et continue
t
entre les deux).
n
2. La suite de fonction f,(f) = <1 — ﬁ) 1o, (®) définie sur R* est continue par morceaux et, par I’inégalité In(1 — u) < —u on
n In(1-% . . . ., . C .
a (1 - ﬁ) =" n< ") < e’ ce qui permet de dominer f, par @(t) = e qui est intégrable et donc d’intervertir limite et

intégrale.

3. (a) On fait une intégration par partie dans u,,; en primitivant 1 en x et en dérivant In(x)(1 — x)+L

1
x (i(l — " Z (4 DIn(o(1 — x)") dx

1
Uy =/0 1 x In(x)(1 —x)™*'dx = [xln(x)(l—x)"“](l)—/o
1 1
=—/ (1—x)m! dx+(n+1)/ xIn(x)(1 = x)" dx
0 0

o ! "
__n-l-_2+(n+1),/0 (x =14 1)In(x)(1 — x)" dx

1 1
-1 _ (n+ 1)/ In(x)(1 = x)"*' dx +(n + 1)/ In(x)(1 — x)" dx.
n+2 0 0
”r:rl ';;
Ce qui donne bien (n + 2)u,, | = —ﬁ + (n+ Du,.
(b) En posant w, = (n+ Du,onaw,,; =w, — rH-L2 Donc, par télescopage, w, — wy = Z;(l) —k+_2 mais wy = ug = —1 donc

I o
w, = Y i, d’ou le résultat.

4. On a par changement de variable x = ﬁ, v, = fol nln(nx)(1 — x)"dx = n (un + 1:%) = % <ln(n) - ZZ:II %) ~—y.



9. Probabilités - corrections

Exercice 199 (correction)

L’univers de X est {0,...,n} etona

IP(X=k)=IP< U {Bi=1,V[€A/etBj=0,VJ¢A}>

AC{1,...n} #A=k

= Z P ({Bi =1,Vie A/etB; =0,Vj ¢ A}) (par disjonction des événements)
AH#A=k
= (Z) Pk = p)rk (par indépendances des B;).

On reconnait donc une loi binomiale de parametre (#, p).
Par linéarité de I’espérance on a E[ X ] = Zl'.'zl EE[B;] = np. Par indépendance des B; ona V(X) = Z:’zl V(B;) = np(1-p).

Exercice 200 (correction)

On peut écrire X = X| +---+ X, etY =Y, +---+Y, avec X{,..., X, etY;,...,Y, des Bernoulli de paramétre p indépendantes.
Par ailleurs, par indépendance de X et de Y les X, Y; sont aussi indépendantes. Ainsi, X + Y est la somme de n + m Bernoulli
indépendantes de méme parameétre donc X +Y ~ B(n + m, p).

Exercice 201 (correction)

P _ _(m\ ke n—k n n! _}’l(f’l—l)(l’l—k+1) N ﬁ s
On a, par définition, P(X, = k) = (k)pn(l p)" " . Or (k) e o oo KT D’autre part,
(1= p,)yk = er=P)n(=p,) = r=k)=p,+o(p) — ¢=4 En conclusion, on a

P(X, = k) = <Z>p’;(1 —p)"*

(np,)*
k!
k
!
k!

e—/l

~

Exercice 202 (correction)

Les deux variables Z et Z’ sont a valeurs dans {0, 1}. Elles suivent donc des lois de Bernoulli de paramétre respectifs P(max(X,Y) =
1) et P(min(X, Y)) = 1. On calcule ces deux quantités. On a {max(X,Y)=1} ={X =1} U{Y =1} donc
Pmax(X,Y)=1)=PX=1D)+PX¥ =1)-PX=1etY=1)=p+qg—pq.
Pmin(X,Y)=1)=PX =1letY =1) = pq.



OnaP((Z =0)n(Z’ = 1)) = 0 car le premier événement survient quand X = O et Y = O et le second lorsque X = 1 etY = 1 ce qui
sont évidemment des événements incompatibles. Pourtant P(Z =0)=1-p—q+pg=(1—-p)(1 —q) #0et P(Z' =1) = pq # 0.
Donc les variables ne sont pas indépendantes.

Exercice 203 (correction)

1. Onnoteg=1—p.Ona X(Q) ={k € N | k > n}. Pour k > nl’événement { X = k} signifie que la k-eéme épreuve de Bernoulli
était un succes et qu’il y en avait n — 1 parmi les k — 1 précédent. Les autres étant des échecs on obtient

k-1 n— -n k-1 n_k—n
lP(X=k)=< 1> g p =< 1>pq" .
n-— . J . J . J n-—

k—1 succes k—n échecs keme succes

+00 +oo
On se rappelle qu’en dérivant n — 1 fois de la relation =Y xfonaV|x| < 1, L _ > (“"")x*. On a alors, par
—X k=0 (1=xy =" !

changement de variable k & k — n,

< (k-1 < (k+n—1 "
G+ (1) = - nk—ntkz n - tktn: )
x(® Z<n_l>pq p 2( 01 >(q) v

k=n k=0

2. L’espérance existe si, et seulement si Gy est dérivable en 1 auquel cas on a G;((l) = [E[X]. Puisque Gy est une fonction de

classe C* définie sur ] —l, l [ elle est bien dérivable en 1 et un calcul de dérivée donne
q q

pt
1—gqgt

’ _ p
030~ (

ot n ot m ot n+m
Gxiy () =Gx Gy () = 1 — gt 1 — gt —\ic qt ’

On reconnait donc une binomiale négative de parametre p, n + m. On remarque enfin qu’une loi Bin™ (1, p) est une géométrique.
11 suffit alors de sommer » variables indépendantes suivant toute une loi géométrique pour obtenir une variable aléatoire de loi
Bin™ (n, p).

n
>

n—1
) donc G’y (1) =

3. Par indépendance on a

Exercice 204 (correction)

On rappelle qu’une matrice M € M, (K) est inversible si et seulement si ses colonnes forment une base de K” lorsque K est un
corps. On note K = Z/pZ. Tirer au hasard une matrice suivant une loi uniforme revient a tirer au hasard ses coefficients ou alors
ses colonnes dans K”. On a donc p” — 1 choix pour la premiére colonne c; (tous les vecteurs hormis le vecteur nul peuvent faire
parti d’une base). Pour que la famille reste libre on doit prendre le second vecteur dans K" \ Vect(c;) ce qui laisse p” — p choix. Par
récurrence, on obtient p" — p*¥~! choix pour le k-&me vecteur ce qui fait au final

2

_ cotne _ -1
(pn_ 1)(pn_p),“ pn_pn 1 p1+2+ +n l(pn_ 1) pn 1 _ 1 (p_ 1) n(n -
P(GL,(K)) = 7 ( ) = p"(2 ) =p 2 " -1 (p"—l - 1) e (p=1

Donc on a bien P(GL,(K)) =p~ : . =D =1)@-1.



Exercice 205 (correction)

On calcule pour tout n € IN, P(X = n). On a

n—1
(X =n} = <ﬂ{Bk =0}> n{B,=1}.
k=0

Donc, P(X =0) = % et, par indépendance des B;, on a pour n > 1

IP(X=I”I)=<1——1 )(1_1) 1 = ! .
1+1 n/ n+1 nn+1)
Donc I’espérance existe si et seulement si la série <Zn21 ﬁ) converge ce qui n’est pas le cas donc X n’a pas d’espérance.

Exercice 206 (correction)
Soitx € K \ {0}.On a

P(X? = x?) = P((X = x)(X +x) =0) = P((X = x) ou (X = —x)).

Par intégrité de K. Or x = —x & 2 = 0 € K on en déduit donc que les évenements X = x et X = —x sont disjoints si et seulement
si 2 # 0 autrement ils sont égaux. Donc si 2 # 0

PX?=x)=P(X =x)+P(X = —x) = q%l

ce qui ne dépend pas de x donc X? est uniforme et #Sy = %1. Autrement P(X? = x?) = qu donc X? est uniforme sur Sy =
K\ {0}.
Exercice 207 (correction)

L’ensemble € est de cardinal (2:) Soit k € {0, ..., m}. Pour que X = k il faut et il suffit de choisir k éléments dans A et n — k

dans B ce qui correspond a () (2"_'") choix parmi les (zn") possibilités. Autrement dit,

n_ S - ()
S -()

Le cas particulier m = n donne

Exercice 208 (correction)

On pose T la variable aléatoire T = #A N Z et Y la variable de Bernoulli T4 754pn7 de parametre PHANZ > #BN Z) = %

HISARNE

La variable T est a valeurs dans {0, ... ,n}etonalP(T = k) = W = ( Zn) . Car Z est uniforme sur un ensemble a (Zn") éléments
n n

et pour que #4A N Z = k il faut et il suffit de choisir k éléments dans A et n — k dans B. Enfin, on remarque que #B N Z = n—T donc




X =YT+({-Y)n—T)quiest a valeurs dans X(Q) = { [g], n} d’ou ’on déduit grace au systeme complet {Y =0}, {Y =1}
que Vk € X(Q),

PX=k=P(YT+(1-Y)n-T)=kn¥ =) +P(YT+(1-Y)n-T)=k n ¥ =0)
=P(T=kn¥ =1))+P(T =n-k) n(Y =0)

{(Y=1} c{T =k}

=PT =k)+P(T =n-k) car{ (Y =0} C{T=n—k)

n\ 2
=2P(T = k) =2("—).

)

Exercice 209 (correction)

On note F(IR) la tribu engendré par les intervalles fermés. Soit a < b € R alors [a, b] = ]—o0, a[* N ]b, +o0[¢ donc F(RR) C B(R).
Par ailleurs, par stabilité par union dénombrable [a, +oo[= UHEJN* [a, a+ n] donc les intervalles de la forme [a, +oo[ et, de méme ceux
de la forme ] — oo, a] sont des éléments de 7 (IR) donc

la, b[=] — o0, b]° N [a, +oo[¢ € F(R).

donc on a I’inclusion réciproque.

Exercice 210 (correction)

1. On calcule la probabilité de 1I’événement contraire. Lorsqu’on tire 2 feuilles, la seconde a une probabilité Tl—l d’étre celle associée
1 _ 2n2
2n-1 " 2n-1"

a la premiere. Donc a, = 1 —
2. Casn=2.

(a) Le premier bon tirage suit une loi géométrique de parametre 1 — a,. Le tirage suivant est alors composé du second couple de
feuilles. On a donc T, — 1 qui suit une loi géométrique

(b) En déduit de la question précédente que P(T — 1 = k — 1) = (1 — ay)a5 2.
3. Casn=3.

(a) OnaP(T3 = 2) = 0 car il faut au minimum trois tirages pour agrafer les trois couples et P(T3 = 3) = (1 — a3)(1 — a,) car il
faut avoir agrafer les deux premieres puis les deux suivantes.

(b) Les événements A et A_3 forment un systéme complet. On a alors, par la formule des probabilités totales

P(T; = k+ 1) = P(T; = k + 1|A3)P(A3) + P(T; = k + 1| A;)P(A3)
= P(T; = k)P(A3) + P(T, = k)P(A;)

L’égalité IP(T; = k + 1|A3) = P(T3 = k) provient de I’hypothése d’indépendance lorsqu’on replace les feuilles et P(T5 =
k + 1|A3) = P(T, = k) du fait qu’on se retrouve ramené au cas 2 lorsqu’on agrafe les deux premicres feuilles.



(c) On fait une récurrence. C’est vrai au rang k = 2 (et k = 3 mais ¢a n’a aucune importance). Soit k > 2 tel que P(T; = k) =
(1=ap)(1—a3) (ak—Z _ gk

p— 3 5 ) . On a alors

P(T; = k+1) = a3P(Ty = k) + (1 — a3)P(T, = k)

l—ay))(1—-a
= a3M (aé‘_2 - a’2‘_2) +(1—a)( - c12)¢1’2‘_2 (d’apres I'HR et la question 2.a)
az —a

1- 1- 1-— 1-—

= —( a)( a) [ag‘_l - a3a]2‘_2 + (a3 — az)alz‘_z] (en factorisant par—( %) a3))
a3 - 612 a3 - az

(I-ay—a3) 4| 4

= —a (a5 —ay7)
3 2

4. Cas général.

(a) Apres le premier tirage d’un couple originale+photocopie on est ramené au cas n — 1. Le temps avant le premier bon tirage
suit une loi géométrique de parametre 1 — a,,.

(b) On a alors par récurrence T, = Z;’=3 L+T, =1+ Z;’zz 1; avec 1; qui suit une loi géométrique de parametre 1 — a; et on se
rappelle que T, — 1 ~ t,. On a alors

h
E[Tn]=z++l=22j—1=n2.
=2 377 j=1

Exercice 211 (correction)

1. On a, par hypothese, gy = 1 et gy = 0. Soit 1 <n < N — 1. On pose les événements

Py ; = {Laparticule esten j a I'instant k } .
Finalement, on a

q, = IP(La particule atteint 0| P; )
= IP(La particule atteint O et P, ,_;| Py ,) + IP(La particule atteint O et P, , 1| P; ,))
= P(La particule atteint O| P, , et P, ,_) P(P,,_;| P, ,) + P(La particule atteint O| P, ,, et P, ) P(P, 11| Py )
. AN / . AN /

' v ' v
=IP(La particule atteint 0| Py ,,_;) q =IP(La particule atteint O| Py ,,, ) q

= Pqn+1 + q49,—1-

Le passage de la deuxieéme ligne a la troisiéme provenant de la formule P(AN B|C) = P(A|BNC)P(B|C) (écrire les définitions).

. On reconnaft une suite définie par récurrence linéaire. On la résout en posant g, = r" ce qui donne pr? = r + q = 0 ayant pour

. , . 1-/1-4 1+4/1-4 . .
solutions réelles distinctes r; = z—ppq etr, = %. En effet, 1a fonction p €]0; 1[— 4p(1 — p) a son maximum en p = %
et ce dernier vaut 1 donc le discriminant vaut 1. On en déduit que pour tout n on a g, = ﬂr’l’ + yrg. Grace aux conditions gy = 1
VN —I‘N
etgy =0ontrouve A = 2~ ety = 5.
27N 27N

. L’espace des solutions des suites vérifiant la relation de récurrence de la question 1 est un espace vectoriel de dimension 2 dont 1
et (g,,) sont solutions et donc forment une base. On remarque alors que puisque (p,,) est aussi solution on doit avoir deux constantes
a et f telles que pour tout n, p, = a + fg,. Mais puisque p = 0=1—-¢gpetpy =1 =1—-gyonaa =1etf = —1donc
pptaq,=1

4. La probabilité pour que la particule ne s’arréte jamais en partant de n est 1 — (p, + g,,) = 0 d’apres la question précédente.



5. L’hypothese p > % implique que r; < 1 et 7, > 1. On en déduit que

N N/2 _ N_N/2 N N N

T, B (ryr/r)" = (r1A/72) . N [ 0

QN/Z - N N N \/rl .
2~ N )

Exercice 212 (correction)

1. Puisque ¢ est croissante on a pour tout ® € Q, Z(w) > a = @(Z(w)) > @(a) ce qui revient a avoir I'inclusion d’événements
{Z 2 a} C{9p(Z) 2 p(a)} donc
Elp(Z2)]

P(Zza) <P(@Z2) 2 p(a) <
(Markov)  @(a)

+o0
2. On pose £ = Y u,. Puisque tous les u,, sont positifs on a "77 qui définit une probabilité sur IN. On peut appliquer la question
k=0
précédente & (f) = t*>,a = N € N et Z qui suit la loi définie par u,,. On a donc
+00 )
+o0 Z n-u,
B u, E[Z%] a0
P(Z > N)= Z}V?s =T
n=

. 1
donc on a bien u, = O(W)

Exercice 213 (correction)

1. On commence par calculer IP(Y, = k) pour tout k € IN. Puisque pour tout @ € Q,Y,(w) > nonaP(Y, = k) = 0 pour
k < n. Par ailleurs, P(Y, = k) = P(X,, = k) = (1 - pn)pﬁ‘l. Enfin, max(n, X) = n si et seulement si X < n. Donc

n
PY,=n=Y PX,=k=1- pz. On en déduit que
k=1

+oo
Gy () =(—-p"+ Y (1—p)p 't
k=n+1
+o0
= (1= pt" + (1 = pIppt"™" Y (pu1)*
k=0
(l _ pn)pntt+1
=(1-pH" + ———2—.
(I=p)) T—p

2. On calcule I’espérance de Y, qui est, si elle existe, G;, (1).0On a

(n+ 1)(1 = p,Ot" + p,t"*!

Gy ) =n(l = p)i" + (1= p,)p;

(1 _pnt)2
(m+ 1A —p,t)+p,t
=n1_ntn—l+1_ 711 n n
(I -py) (1 =p,p, (A= pi7
n(1—p,1) + 1
=n1_ntn—l+1_ 41t n
(I -py) (1 =p,p, TAp?

que I’on évalue en 1 ce qui donne

s

E[Y,] = Gy (1) = n(1 - pp) + np), + 1 _"p



Exercice 214 (correction)

1. Soit P(t) = a,t" + a,,_;t"' + - + a, € R,,[X] de degré m, i.e. a,, # 0. Alors P(f) ~ a,t™ en +oo. Par imparité de m les
limites en +co et —oo sont respectivement +oo et —oo si a,,, > 0 ou le contraire si a,, < 0. Un polynome de degré 5 étant continu,
on peut appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires ce qui donne la surjectivité de P donc I’existence d’une racine.

2. Ona . ]
Gy(t) = 2 P(X = k)t* =1t 2 P(X = k) 1.
k=1 k=1

Pareil pour Y.

3. Par définition on a

12
1
Gy (1) = Z Htk
k=2
10
12 Z k
=— )¢
11 =
R R |
T -1

1n_ . . R . . j 2kx
4. Ona®(t)=1+t+--+110= % donc les racines de ® sont les racines 11-¢me de 1’unité (sauf 1) qui sonte' 11,1 < k < 10.
Or
,'Zk_” 2k
el eRe—enZe2kell & kellZ.
11 (Gauss)
Donc @ n’a pas de racine réelle donc est de signe constant par la contraposée du théoréme des valeurs intermédiaires. Donc @
du signe de ©(0) = 1.
5. Supposons par I’absurde qu’on puisse piper X et Y de telle sorte que la somme suive une loi uniforme. Puisque X et Y sont
indépendantes et que la fonction génératrice détermine la loi on doit alors

)
Gxiy () = Gx()Gy () = > Py(t)Py(t) = Gy (1) = m (1414 +19)
ceci est équivalent a Py (t) Py (t) = 11—1(1 +t+ -+ 119) donc Py et Py doivent étre de degré exactement égal a 5 donc doivent

admettre une racine réelle chacun. I1 s’agirait donc de racines réelles de @ ce qui est absurde car @ n’admet aucune racine réelle.
Donc on ne peut pas piper les dés de cette fagon.

6. (a) Onaalors X +Y avaleurs dans {2, ..., 13}. Une variable aléatoire uniforme U sur cet ensemble a pour fonction génératrice
2 12 _ 2 t6 1 t6 -1
GU(I)=L.Q=L.(H¥.
12 -1 12 t—1
Par ailleurs, la fonction génératrice de Y (de loi uniforme sur {1, ...,6} est Gy (¢) = é . ’f_;ll Donc

Gy =G U(t)6

po0-1 2 @O4Det-D
< GX(t)e -1 _}2 . =l Lo
=N Gy (@) =§(t+1)=§-t+§-t.

(b) Donc cela revient a dire que X est un « dé »vérifiant

IP(X=1)=]P(X=7)=%,IP(X=3)=IP(X=4)=IP(X=5)=]P(X=6)=0.

On représenterait plus classiquement X par une piece équilibrée avec un c6té numéroté 1 et 1’autre 7.



Exercice 215 (correction)

A venir.

Exercice 216 (correction)

1. Il s’agit d’une variable aléatoire ne prenant que les valeurs O et 1. Il s’agit donc, par définition, d’une variable aléatoire suivant
une loi de Bernoulli. Son paramétre p est P(1 4 = 1) = IP(A) (on a I’égalité des événements {1 4 = 1} = A par définitionde 1 ,).

2. Soit w € Q. On note ny = N(w). On a alors 15N (w) = 50 D autre part, puisque Lynep (@) = 0 pour n # ng et 1 sinon, on a

bien ZVIZO tS"]]-{Nzn} = tSN.
3. Ona

Gs, () = B[]
+o0
=E [2 ’S"ﬂ{N=n}]
n=1
+0o0
= D B[] EIL (v
n=1

+0o0
=)' Gg (OP(N =n)

n=1

+0o0
= Y PN = m)(Gx ()"
n=1

= Gn(Gx(@)).

(d’apres la question précédente)

(linéarité de I’espérance et indépendance de .S, et N)

(espérance d’une Bernoulli)

(indépendance des X;)

4. On note P; la premiere piece et P, la seconde que I’on assimile a des Bernoulli avec O pour face et 1 pour pile. On suppose qu’on
choisit la premiere piece pour compter le nombre de piles jusqu’a tomber sur une face que I’on note N et la seconde pour compter
le total de piles ensuite que I’on note .S . Il suffira d’inverser p et g dans les résultats que I’on trouvera pour comparer avec I’autre
cas. La variable N suit une loi géométrique de paramétre IP(P; = 0) = 1 —g. On a donc, d’apres la premiére partie de I’exercice,

Gs, () =GN (Gp, (1) = Gy (1 —p) + p).

Ce qui nous intéresse c’est ’espérance de Sy, i.e. Gg,N (1).Orona

Gy, (1) = pGly(1) =

_p
1-¢q

Si on avait choisi I’autre pieéce pour commencer 1’espérance du nombre de piles final serait 1%1;' Il nous reste donc a résoudre

¢ ¢0 ¢

B

I -
=4

(@RS

pP>q
p+qg=>1

< 4
<5
<(I-9g)
P-q
P—9p+q-1)
p<gq
u p+qg<l1

donc dans ces cas il vaut mieux choisir la seconde piece pour commencer et dans les autres cas il vaut mieux choisir la premiere.



Exercice 217 (correction)

A venir.

Exercice 218 (correction)

On note B, le nombre de boucles formées apres k étapes.

A la n-eme étape on a noué 2(n — 1) extrémités entre elles, il en reste alors 2(N — n + 1) disponibles. On en choisit une au
hasard. Cette extrémité appartient a une composante qui n’est pas une boucle car les boucles n’ont aucune extrémité disponible. Cette
composante possede une unique autre extrémité et la seule facon de créer une nouvelle boucle est de choisir cette extrémité, ceci avec
probabilité m Formellement on peut poser les évenements
A, 1« On forme une boucle a I’étape n ».

On a alors le nombre de boucle formées a n étapes qui vaut Z,n= 1 14,. Donc I’espérance du nombre de boucle a la fin des N étapes
est

N N N N { N !
ElBy=E | Y1, | = Y E[1,|= Y P, = = .
[By] lz An] Z Ay Z (4,) ZZN_2n+1 ZZn—l
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
Il s’agit d’une série divergente de terme général ~ L donc
2n—1 2n

N

N
1 1 1
ElBy]= ; 2n—1 Notoo }Z{ 2 Notoo 2 In(n).

Exercice 219 (correction)

1. On commence par remarquer que si pgcd(n, d) = 1 alors, d’apres 1’identité de Bézout, il existe u,v € Z tels que nu + dv = 1
donc dv =1 € Z/nZ et donc
D, = {meZ/nZ ke Z} = 7/nZ C D,
donc D; = Z/n’Z. On peut alors faire le cas général. On pose 6 = pged(n,d) etd = aé et n = 6. On a alors pged(a, n) = 1

donc
D, =d(Z/nZ) = éa(Z/nZ) = 6(Z/nZ) = Dy.

Enfin, Dy = {6, 5, %, (=16 } car f6 = n = 0 mod n et toutes les classes sont distinctes. Donc, par définition de la

probabilité uniforme on a
p_1 1
PD)==-=-=——.
n 6 pged(n,d)
2. Onnote 6; = pged(n, d;). Ona Dy N---NDy = Ds N---ND; etles 5; sont aussi premiers entre eux deux a deux. Pour m € Z
telquem € Ds N--NDs onaVl <i<r,§; | m Mais les 6; étant premiers entre eux, d’apres le lemme de Gauss, 6y -+ 6, | m.

D’ou I'on déduit que m € Dy,...5 . Onaalors Ds N -+ N Dy = Dy, ..5 (I'autre inclusion est immédiate). Finalement,

]P(Dd1 m...nDdr> :]P<D51 m'“nD(Sr):]P<D51---§,): 51 _1_,5 :é...éi:]P(D‘h)...P(Dd,)_
r r

3. On considere I’événement (Z/nZ.)*, I’ensemble des inversibles modulo 7 qui est de cardinal @(n). On am € (Z/nZ)* & V1 <
i<rmée Dp_, ie. (Z/nZy* = ﬂlr_ 1 D; . Or deux éveénements sont indépendants si, et seulement si leurs complémentaires sont
i - i
aussi indépendants. On en déduit que

P ((Z/nZ)<) = %") = IP< DZ,) =[1e(2;) =11 (1 - %) '
i=1 i=1 l

i=1



Exercice 220 (correction)

1. Ona valeur propre évidente car la matrice M — I, estde rang 1. Par le théoréme du rang I’espace propre associé est de dimension
n—1. Donc 1 est de multiplicité au moins # — 1 dans le polyndme caractéristique. On note A la valeur propre de M qui est encore
inconnue. Elle doit vérifier

TT((M)=0=A+1+-+1=214+n-1
donc A = —n + 1. On en déduit que y,,(X) = (X — DX +n—-1).

2. D’apres la question précédente le polynome caractéristique de M vérifie y,(X) = det(XI, — M) = (X +n — 1)(X — 1)". Par
ailleurs, par définition du déterminant

det(X1, - M) = ) £(0)a; 5

cEQ,

avec a;

io() = X sio(i) = iet 1 sinon. Donc on a bien

det(XI, — M) = Z () X",
0EQ,

3. Lecoefficient constant de y,, correspond aux permutations sans point fixe donc aux éléments de D,,. En identifiant les coefficients
constants des deux polyndmes a gauche et a droite de 1’égalité obtenue en question 2 on obtient

Card{c €D, | e(c) =1} - Card{c €D, | e(0) = -1} = (-1)"'(n—1).

4. On a alors

#K, #K_ +(-1)'(n—-1) =D'n-1)
PY,=1)=—= =PY,=-)+——.
¥, =1) > D , ) >,
En ajoutant IP(Y,, = 1) de part et d’autre on obtient alors
219(Yn=1)=1+wdonc ]P(Yn=1)—l’= n—1 .
D, 2 1 (=D
2-nl Yy ——
k=0 k!
1o(=1k . 1 e
Or ) — e . D’ou ]P(Yn=1)——'~—.
= k! 21 2(m-1D!

Exercice 221 (correction)

Pour alléger les notations on notera A I’anneau 7 /nZ.. On commence par considérer le cas n = p premier. Dans ce cas A = Z/pZ.
est un anneau intégre donc on a 1’égalité des événements

(-1 _2p-1

(XY =0} ={X =0} U{Y =0} ={X#0}n{Y #0} donc P(XY =0) = 1 - ~— -
p p

On s’intéresse désormais au cas #n = p®. On remarque que pour a,b € Aonaab =0 < p°| ab < Jk,mtels que k + m > s avec
X | aet p™ | b. Ainsi, on a I’égalité des événements

(xy =o0}=|J ({X epain (J (v Ep’"A}>

k=0 m=s—k

Malheureusement, les unions ne sont pas disjointes mais on peut se restreindre aux X € p*A \ p**! A. En considérant, pour k < s, le
morphisme de groupes injectif
y: ZJ/p*7 — pkA
u +— pku



onay ((Z/p~*2)*) = p*A\ p**' A ce qui donne # (p*A\ p"*'A) = ¢ (p**) = p**'(p - 1). Bien sir, pour k = s, on a
p*A\ p*t'A = p*A = {0} . On peut donc passer au calcul

P(XY =0) = 2 P(X € pk A\ p*tla) 2 P(Y € p"A\ p"*'A)

m=s—k

s—1 s—1

1 s s—k—1 s—m—1

=— p + 2P (r-D <1 + p »-D
p* N—— lé) m;s—k

terme pourk:

k—1
-1 (p +2p‘ E1p - 1)<1+2p'"(p—1>>>
m=0

P

s—1 _1
_ 1 s s—k—1 oY) _ P t+sp’(p—1) p+s(p-1)
—F(p +k§)p -0 (") | = D =
_(s+Dp—s
- ps+1 :

Cela semble correspondre avec le résultat trouvé lorsque s = 1 ce qui est plutdt bon signe. On peut donner le coup de grace pour le
cas général n = p(;’1 .- py" a1’aide du théoréme des restes qui fournit un isomorphisme d’anneaux

w: Z/nZ — Z/p]'T X - X L p," L.
par réduction sur chaque composante. Ainsi
XY=0ezX)z(¥)=0sVje{l,...,r}, XY =0 mod p%.

On peut étre tenté de conclure tout de suite mais il me semble judicieux de justifier deux faits :
Fait 1 : Que les variables réduites modulo p% gardent une loi uniforme sur Z/p% Z.

Fait 2 : Pour pour n = ab avec a et b premiers entre eux, en notant X, :== X mod a et X, :== X mod b alors X, et X, sont
indépendantes.

Le premier fait est en fait vrai pour tout diviseur m | n.Ona X, := X mod m qui suit une uniforme sur Z/mZ. En effet, le morphisme
r: Z.JnZ — 7Z./mZ a pour noyau ker # = m (Z/nZ.) qui est de cardinal 2 donc
m

P(X, =k =P(X —kekern)=2 =—.

ENERE
—_

Le second fait provient de la bijectivité de la réduction sur chaque composante donnée par le théoréme des restes = : Z/abZ, —
Z.]aZ x Z/bZ. En effet on a alors pour tout (k,m) € Z/aZ X Z./bZ

P(X, =k, X, =m) =Px(X) = (k,m)) = P(X =z (k,m)) = % = ai = %% =P(X, = HP(X, = m)

car X, et X, sont des uniformes d’apres le Fait 1. On peut enfin conclure que pour n = p‘fl - py ona

r . r . (@;+Dp;j—a; |~ 1
IP(XY:O):]P(ﬂXYEO modpj’> = HIP(XYEO modpjf) H a+’1 / ;H<1+aj<1—p—j>>.

i=1 i=1 i=1 i=1
J Fait 2 J Fait 1 l J /



Exercice 222 (correction)

1. Soit ¢ une permutation possédant k cycles dans sa décomposition en cycles disjoints. Si o(n) = n alors se donner un tel ¢ revient

a se donner une permutation de {1,...,n— 1} a k — 1 cycles.
Si maintenant o(n) = m < n alors on pose 7 € &, _; une nouvelle permutation oll on a simplement retiré n du cycle dans lequel
il était dans o. Ce 7 a bien k-cycles dans sa décomposition. Réciproquement, étant donné m € {1,...,n—1}etr € &,_; on

peut reconstruire ¢ en plagant n juste avant m dans le cycle contant m dans la décomposition de 7. On a donc (n — 1)a,_;, k
permutation a k cycles ne fixant pas n. Par conséquent

Api = Auoy -1 + (1= Da,_y .

2. Par récurrence, on a bien A (¢) = a; 1t = ¢ puisque &, posséde un seul élément (1) qui se décompose en 1 cycle de longueur 1.
Soitn >2telque A, (1) =t +n—-2)---(t+1)t.Ona

A=Y gt = a, Y (1=Da,_ it = 1A, (O+B=DA, (1) = (+n—DA,_ ()= = (t+n=1)(t+n=2) 1t

k=1 k=1 k=1
H.R.

3. La fonction génératrice de X vérifie

n n
_ _ k _ an,k k _ 1
Gy(t) = ; P(X =kt =) — 1t = A,

k=0

=H,

M=
=

OronaG' (1) =

:l,_.

n n
Z [1(+j—1). L’espérance de X est alors donnée par E[X] = (1) = Z ITa+j-1=
k=1 j#k k=1 j#k

k=1

i
n!
n
avec (H,)) qui désigne la suite des sommes partielles harmoniques. Par ailleurs, G”/ (t) = l Z > [I@+i—1). Donc
nl (=1 7k i

n k n o n

G (1) = E[X(X - 1)]—2Hk——=<ZHk> Hdonc]E[Xﬂ—ZZ; ZZ; Z J“ = (n+1)H,—n.
k=1 j=1 j=1 k=j

Finalement V[X] = E [Xz] —EXP=m+ DH,—n-— Hf etona

E[X] ~ In(n) et V[X] ~ nln(n).

10. Calcul différentiel - corrections

Exercice 223 (correction)

On propose deux méthodes.



Méthode 1 : avec multiplicateur de Lagrange. On pose g(x,y) = x*>+y*—1.Onadg(x, y) = 2xdx+2ydy donc dg n’est pas nulle
sur S = g~!({0}) de telle sorte que si f est localement extrémale en (x, y) alors d f(x, y) et dg(x, y) sont colinéaires. Disons
df(x,y) = Adg(x, y). Ceci revient a écrire

y=24x
x =24y
x2+y2=1

Donc y = 44%y donc y = 0 (impossible car on aurait alors x = 0) ou 44> = 1,i.e. A = il. Griceax?+y*=1lonax?x2=1

. . . 1 1 .. N
donc x = +——. On a alors 4 points critiques qui sont <i—, i—) . On montre alors que les minima correspondent a

V2 V2

Sil-

L, —L> et —L, L et les maxima aux deux autres. En effet, pour les minima potentiels on aurait f(x,y) = l or
V2 V2 V2 V2 2
pour x2 +3y?> = lona (x + y)?> = 1 +2xy > 0 donc on a bien xy + 1 > % de méme (x — y)> = 1 — 2xy > 0 donc f(x,y) < %

donc on a bien des maxima et des minima.
Méthode 2 : On fait le changement de variable x = cos(0) et y = sin(8) ce qui donne f(x,y) = cos()sin()+1 = % sin(20)+ 1. On
a 0 — sin(26) maximale pour 6 = % mod 7 qui donnent bien les deux maxima qu’on avait trouvé dans la méthode précédente.

La fonction est minimale pour 6 = —% mod 7.

Exercice 224 (correction)

Soit a, h € E. Par différentiabilité de f en a on a

(wof)a+h)=u(f(a)+df(a)h)+o(h) =u(f(a)+u(df(a)(h)+ulo(h).

On a bien uod f(a) linéaire. Par ailleurs avec o (h) = ||h|| e(h) on a u(o (h)) = ||h|| u(e(h)) par linéarité de u. De plus, par continuité
de u on a u(e(h)) qui tend vers 0 lorsque A tend vers 0. Donc u(o (h)) = o (h).

Exercice 225 (correction)
Soit a, h € E. Par différentiabilité de f en u(a) on a
(fowa+h) = fu(a) +u(h)) = f(u@) + d f@(@)u(h) + o u(h)).
On a bien d f (u(a))ou linéaire et puisque u est un endomorphisme en dimension finie il est continu donc lipschitzien. Donc o (u(h)) =
[lu(h)|| e(u(h)) avec u(lhi)n_l)os(u(h)) — 0.0r
[lu(h)|| e(u(h)) = ||n]| €(h)

[u(W)I|

avec £(h) = T

€(u(h)) qui tend bien vers 0 lorsque & tend vers O par lipschitziannité de u.

Exercice 226 (correction)

Lorsque (x,y) # (0,0) la fonction f est de classe C*° comme composée, produit et quotient de fonction de classe C* dont le
dénominateur ne s’annule pas. Par ailleurs, pour (x, y) # (0,0), on a

0 2 2\ _ 2 : 0
a_f (x.y) = ycos(xy)(x~ + y°) — 2x sin(xy) et, par symétrie, a_f(x, y) =
X y

x cos(xy)(x2 4 y*) — 2ysin(xy)
(x2 + y2)2 ’

(x2 + y2)2




Il reste a déterminer les dérivées partielles en (0, 0) si elles existent. C’est le cas et on a

%(0, 0) = }lgw = plli_r)r(l)O = 0 de méme, par symétrie, %(O, 0)=0.

On pourrait alors étudier la continuité des dérivées partielles en (0, 0) mais on est plus malin que ¢a ! On remarque qu’on a I’équivalent

)
Ft) = sin(t%) 1

~ = # ( au voisinage de # = 0. Autrement dit, f n’est méme pas continue en O elle ne sera donc pas différentiable
et encore moins de classe C!.

212 2

Exercice 227 (correction)

X 01 1
Le systeme différentiel peut se réécrire X’ = AX avec X =|y|etA=]1 0 1] On diagonalise A ou si on ne peut pas on la
z 1 10

trigonalise et si on ne peut pas on improvise. On remarque que A a une valeur propre évidente quiest —1.Ona A—(—1I3) = A+ I3, 1a
matrice composée que de 1. Cette matrice est évidemment de rang 1 donc son noyau E_; est de dimension 2. Donc —1 est une valeur
propre de multiplicité au moins 2 et la derniere valeur propre 4 satisfait Tr(A) = —1 — 1 + 4 = 0 donc 4 = 2. Puisque I’espace propre
associé a A est de dimension au moins 1, il est de dimension exactement 1. Donc A est diagonalisable car les dimensions des espaces
1 1
propres sont les mémes que les multiplicités de ces derniéres. On a évidemment comme vecteurs propres v; =| 0 |etv, =|—1]qui
-1 0
1
forment une base de E_; et v3 = | 1 | vecteur propre associé a 2. On pose P la matrice de passage de la base canonique a (vq, vy, U3)
1
On a alors
X' =AX e P X' =P 'AX o Y = (P'AP)Y

-1 0 O Ae”!
avec Y = P~1X. Par construction D = P1AP =] 0 -1 0/donc lessolutionsde Y’ = DY sont.S =< |pue™"| | A, .y € R
0O 0 2 ye

donc X solution du systeme de départ si et seulement si X = PY donc I’ensemble des solutions du systeme de départ est

et tue™t +ye
S = —pe™ +ye¥| | Ay €R
—Ae™! +ye?

Exercice 228 (correction)
Soit f,h € L(E),on a
O(f +h)=(f+h)’ =(f +ho(f +h) = f>+ fh+hf + I’

L(E) — L(E)

On a alors d®(f) : linéaire et c’est la différentielle de ® en f si h2 = o(h).On a H|h2|H < |l|A||? donc

h +— fh+hf
h? = |||hl]] - mhz = o(h). Donc ® est différentiable en tout point f € L(E). On peut conclure sur son caractére C! de deux
——
-0

facon différentes.



Méthode 1 : L’application B: (f,g) — fg est bilinéaire en dimension finie donc de classe C*®. Or ®(f) = B(f, f) est aussi de
classe C*. Méthode 2 : L’application
dd: L(E) — L(L(E))
f = do(f)

est linéaire car on a pour tout 1 € L(E),dD(Af] + ufry)(h) = AdD(f)(h) + ud®(f,)(h). Donc d® est linéaire et L(E) est de
dimension finie donc d® est continue.

Exercice 229 (correction)

En (x,y) € R*\ Aona f de classe C* comme composée, produit et quotient de fonction de classe C* dont le dénominateur ne
s’annule pas. Par ailleurs, pour (x,y) € A, on a

%(x, y) = Arctan (%)

x2

X2 4 y2

Xy
x% + y?

of _
et d_y(x’ y) =

Il reste a déterminer les dérivées partielles en (0, y) si elles existent. Si a—f (0, y) existe alors, par définition, il s’agit de la limite, lorsque
x

h tend vers 0, de
Sy = FOY _ s ian (X)
h

d d
qui n’existe que lorsque y = 0 et qui vaut alors 0. On a alors a—f(O, 0) = 0. Pour y on a a—f(O, y) définie par la limite si elle existe,
x x

lorsque A tend vers 0, de
fO.y+h) = f0.9) _
h

0

donconaVy e R, c;—f(O, y)=0.
x

Pour le caractére C! il n’y a aucune chance pour que f soit de classe C! en (0, y) pour y # 0 puisqu’elle n’admet méme pas de
dérivée partielle en x en ces points. Mais il reste cependant (0, 0) ou les deux dérivées partielles existent et valent 0. Cependant on a
. of
lim—
-0 dy
seulement sur R? \ A.

0
1 = % # 0 donc d_f n’est pas continue en (0, 0) donc f n’est pas de classe C! en (0, 0) non plus. Elle est donc de classe C!
y

Exercice 230 (correction)

On remarque, en passant en coordonnées polaires x = p cos(d), y = psin(f), que | f(p cos(0), psin(8))| < Zpe‘zl"2 — 0. Ainsi, il

fa. -
2

existe M > 0 tel que pour p > M, |f(x,y)]| < . On en déduit que f étant continue (et méme C*) elle admet un maximum

sur la boule fermée IB(0, M) qui est compacte. Notons (x, yy) un point oll ce maximum est atteint. Par ailleurs (1, —1) € B(0, M)
par construction donc ce maximum vérifie V(x, y) € B(0, M), f(xq, ¥y) = f(x, y) par définition et

1,—1
Ve ) € BO, M), £ 000 2 £1,-1 > LB s el 2 £,

donc le maximum est global. On remarque que puisque pour tout x, y on a f(x,y) = —f(y, x) la fonction admet aussi un minimum
alors atteint en (y, xg).
On cherche désormais les extrema locaux en cherchant les points d’annulation de la différentielle. Les calculs montrent qu’on a
(x, y) point critique si, et seulement si
1-2x2+2xy =0
{ —142y*=2xy =0



Ceci donne x = +y en sommant les deux lignes. Puis, on remarque que la ligne (1) donne 1 = 0 en injectant y = x donc on a forcément

. . o . 1 . . .\ 1 1 11
y = —x. En injectant ceci dans la premiére ligne on obtient x = iE' Ceci donne deux points critiques (5, —5) et({—=, = > De par
I’étude faite précédemment on sait que f admet au moins deux extrema ; un maximum global et un minimum global. Il s’agit donc de

I’un et de I’autre. Puisque f (%, —%) > 01l s’agit du maximum global et f (—%, %) est le minimum global. Ceci serait bien entendu

confirmé par une étude des matrices Hessiennes en ces points mais ¢a n’est pas nécessaire de faire les calculs.

Exercice 231 (correction)

On va montrer que f est égale a sa différentielle en 0. On commence par remarquer que f(0) = 0. En effet, pour tout x € E, f(0) =
f(O-x)=0- f(x)=0. Par définition de la différentiabilité en O on a par ailleurs, pour A proche de 0

fx) = f(0) +df(0)(Ax) + 0(A) = 4df0)x) + o (4) = Af(x)

On en déduit que d f(0)(x) = f(x) + /100(1), puis, en faisant tendre A vers 0 on a d f(0)(x) = f(x) donc f est égale a sa différentielle

en 0.

Exercice 232 (correction)

A venir. Utiliser I’inégalité de Taylor Lagrange pour obtenir le petit o.

Exercice 233 (correction)

Par définition O,(R) = f~1(I,) avec
f: Mn(IR) — Mn(R)
A — AT A.

Donc I'espace tangent est donné par T; O, (IR) = ker d f(1,,) L’application f est bien de classe C ! comme restriction de 1’application
produit 7 : (A, B) —> AT B (qui est bilinéaire donc de classe C*) 4 la diagonale {(A, A)|AeM n(IR)} du produit cartésien M n(]R)z.
Sa différentielle est alors donnée par

df(A)H) =dn(A,A(H)=rn(A,H)+z(H,A) = ATH + HT A.

Onaalorsdf(I,)H)=H+ H T donc kerd f I,) = A,(R), 'ensemble des matrices antisymétriques.

Exercice 234 (correction)

Par définition SL,(IR) est la ligne de niveau det_l({ 1}). Donc I’espace tangent correspondant est d det([,). La différentielle du
déterminant étant un peu pénible a expliciter on ne va I’expliciter qu’en I,,. Pour cela on va s’appuyer sur la formule det(exp(A)) =
exp(Tr(A)). Plus précisément on va appliquer la formule de différentiation d’une composée d(go f)(a) = dg(f(a))od f(a) a I’appli-
cation & = det o exp = exp o Tr en 0. Cela donne

d(det o exp)(0) = d det(exp(0))od exp(0) = d det(1,)o id = d det(],,) d’une part et d exp(Tr(0))od Tr(0) = 1 - Tr d’autre part.

+00

En effet, d exp(OMn(R)) = idM,,(R) carexp(H) = Y. Hk/k! =1I,+H+o (Hz) et VA € M,(R),d Tr(A) = Tr car la trace est
k=0

linéaire. On a donc d det({,,) = Tr. D’ou T,n SL,(R) = ker(Tr).



Exercice 235 (correction)

1. Ona
df(P,0): R, [XIXR,[X] — R, [X]
w,V) — X1+0)U+ (P + XP)V.

2. Sidf estinversible alors elle est surjective donc il existe U, V' € ]Rp_l [X] % Rq_l[X] telsquedf(U,V)=(X1+Q)U + (P +
XP?)V =1 donc il existe une identité de Bézout donc X7 + Q et X? + P sont premiers entre eux. Réciproquement, si (X4 + Q)
et (X? + P) sont premiers entre eux et considérons (U, V') € ker (d f(P, Q)), i.e. (X9 + Q)U = —(X? + P)V. Par le lemme de
Gausson a alors X9+ Q | V donc V =0cardegV < q—1.De méme U = 0 donc d f(P, Q) est injective et linéaire entre deux
espaces de méme dimension donc elle est bien inversible.

Exercice 236 (correction)

1. Commengons par observer que pour f € E, f et f/ sont continues sur un segment donc elles sont bornées ce qui justifie le
caractere bien défini des applications n et N. On ne justifie que I’axiome ||x|| = 0 = x = 0 pour chaque norme, les autres
sont de simples vérifications. Soit f € E telle que n(f) = 0 alors f = 0 et f' = 0. En particulier f = 0. Soit f € E telle que
N(f) = 0alors f+ f" = 0.1l s’agit d’une équation différentielle d’ordre 1 dont toutes les solutions sont de la forme f(x) = Ae™™.
L’hypothese f(0) = 0 impose 4 = 0 donc f = 0.

2. OnaVx e [0,1],

£+ £/(0)] < 1] +]f' ()] done N(f + f') < n(f).
\,-J \,_/

Sl <Moo

Réciproquement, soit f € E et g = f + f’. On veut exprimer f en fonction de f, ¢’est-a-dire résoudre 1’équation différentielle
f"+ f = g d’inconnue f dans E donc avec la condition initiale f(0) = 0. Par la méthode de variation de la constante une
solution particuliere s’exprime sous la forme f(x) = A(x)e™ ce qui correspond, en injectant cette expression dans 1’équation
différentielle, a A'(x) = g(x)e*. On pose alors f(x) = fox g(®)e'dte™. Cette solution vérifie f(0) = 0, i.e. f € E c’est donc
I’unique solution du probléme de Cauchy qui nous intéressait. On a alors

[f (0l S/O lgle'dte™ < |lglle (1 —e™), e [|flle < (1= ) [|f + /]|
De méme

|/ 0] = 1g)e* - e™ = Ol < 1+ 1N < ||f + |l 1 lleo < (2= || + £/ -

Enfin on a n(f) < (3 - 2e‘1) N(f) ce qui prouve bien que les deux normes sont équivalentes.

Exercice 237 (correction)

1. La distance au carré d’un point M = (x, y) de la courbe & 1’origine est donné par f(x,y) = x> + y2. Il s’agit donc d’optimiser
f(x, ) sous la contrainte g(x,y) = x* + y* — 1 = 0. On remarque que la courbe C est un compact car elle est fermée comme
préimage de {0} par ’application continue g et bornée car on a |[x| < 1 et |y| < 1 pour (x,y) € C. On en déduit que f admet
nécessairement un minimum et un maximum sur C. Puisque dg ne s’annule pas sur g~ ({0}) les extrema vérifient d f(x, y) =
Adg(x,y). On a donc le systéme suivant

2x  =4ix3
2y =41y
x* + y4 =1



On en déduitque x = O0ety = +1 ou x = +1 et y = 0 (qui correspondent aux minima f(x,y) = 1) ou alors 4 = # = 2—12
x y

1 1
donc x2 = y? donc 2x* = 1,i.e. x = +27% et y = +27 % qui correspondent aux maxima f(x, y) = \/E La distance maximale est

1
alors 24 et la minimale est 1.

1 1 1
2. On apourtout X,Y € C,||X =Y|| < ||X]|| +||Y]] £2-2% or cette distance est atteinte pour X = <2_Z,22> etY = —X.

5
Donc le diameétre de C est 24.

Exercice 238 (correction)

On remarque que par croissance de la fonction carré sur les réels positifs 1’ aire est maximale lorsque A2 est maximale. On pose
f(a,b) = (p — a)(p — b)(a + b — p) définie sur D = ([0, p] X [0, p]) N {(a,b) | a+ b > p} qui est maximale si et seulement si A est
maximale. On remarque que f admet forcément un maximum car f est continue sur un compact. Sur les bords la fonction f est nulle
donc le maximum est nécessairement atteint dans 1’intérieur du domaine. On étudie alors les extrema de f a I’intérieur du domaine
en cherchant les points critiques. On a (a, b) point critique si, et seulement si

%((1, b) =(p—-b)Q2p—-2a—->b) =0

U ab) =(p—a)2p-2b-a) =0
da

Puisqu’il s’agit d’un point intérieur on a forcément 2p —2a — b = 0 et 2p — 2b — a = 0 donc, en soustrayant les deux relations, a = b
et p = 3a donc ¢ = a ce qui correspond a un triangle équilatéral.

Exercice 239 (correction)

1. On peut justifier que f est de classe C! car I’application inverse 1’est ainsi que P ~ AP. L’application f étant le produit des
deux et le produit de matrices étant C® (car bilinéaire en dimension finie) on obtient bien que f est de classe C'. On va calculer
f(P + H) qui existe bien pour H suffisamment petit puisque GL, (IR) est ouvert.

f(P+H)=(P+H) " AP+H)=(PU,+ P‘IH))_I A(P+ H)
=(1,+P'H)" P AP+ (I,+ P"'H)” P~'AH
=(I,-P'H+o(H))P'AP+ (I,— P"'H +o(H)) P"'AH
=P 'AP+ P 'AH - P"'HP 'AP +0(H)

Donc df(P)(H)= P 'AH — P"'HP'AP.

2. Soit P tel que f(P) = D. On note Spec(A) = {ﬂl, e ls} et my, ..., m, les multiplicités respectives des 4; et enfin D =
diag (/41, ,un) avec p; € Spec(A). On a TpX = kerd f(P). Soit H € Kkerd f(P) alors P'AH - P"'HD = 0, ie.
AH = HD.

Ennotant H = (c; | ¢; | -+ | ¢,) avec ¢; les colonnes de H on a

AH =HD & (AC] | AC2 | oo I Acn) = (ﬂlcl | M2C2 I | Mncn)

autrement dit ¢; € E; := ker(A — p;1,,). Puisqu’il y a m; des p; qui sont égaux a 4; on a ker d f(P) ~

1

ker(A — A;1,)™ ce qui
1

N

donne dim(TpX) = m? + e+l



Exercice 240 (correction)

1. Pour f € C%([0, 1], R) les fonctions f, f’ et f”' sont continues sur un segment donc elles sont bornées ce qui justifie que N est
bien définie. Par ailleurs, I’inégalité triangulaire et I’homogénéité sont de simples vérifications. Soit f € E telle que N(f) =0
alors f +2f'+ f"" = 0et £(0) = f'(0) = 0. Une telle fonction est alors solution d’un probléme de Cauchy linéaire qui n’a alors
qu’une seule solution. Puisque O est une solution de ce probléme de Cauchy alors f = 0. Ceci prouve que N est bien une norme.

2. L’équation caractéristique associée a cette équation différentielle a coefficients constant est 2 +2r+ 1 = 0 qui a pour seule racine
(double) r = —1. Les solutions de I’équation homogene sont donc de la forme (4 + ux)e™ . Pour obtenir une solution particuliere
on va faire une méthode de variation de la constante en cherchant une solution sous la forme f(x) = (A(x) + u(x)x) e ™ sous la
contrainte (i’(x) + y’(x)x) e =0,i.e. A(x)+ xu'(x) = 0. Ceci donne alors

FX) = (Ax) + u(x)x)e™™
J10) = =A(x)e™ + pu(x)(e™ = xe™) = (=A(x) + (1 = u(x)e™ = = f(x) + p(x)e™
0 = =) + (U (%) = u(x))e™ = £(x) + (U (x) = 2u(x))e”™.

On a alors

ST+ 211 + f(x) = £ + (U (x) = 2pu(x))e™ +2(=f(x) + p(x)e™) + f(x) = p' ()™ = g(x).

Les fonction A et u sont alors des solutions du syste¢me

H(x) = glx)e*
vxel0.1] { V) +xp(x) =0.

X X
On choisit alors u(x) = / g)e'dt et A(x) = / tg(t)e'dt ce qui donne la solution particuliere
0 0

fo(x) = </xtg(t)e’dt + x/xg(t)e’dt> e~
0 0

Le fait d’imposer f € E revient & imposer sur les solutions qui nous intéresse les conditions £(0) = f/(0) = 0 ce qui impose
I’unicité de la solution recherchée. La solution particuliére que nous avons trouvé vérifie f,(0) = f; 0’(0) = 0 donc elle est dans E
donc f = f| est la solution voulue de notre probleme de Cauchy.

3. Ona

If(x)IS(/O z|g<t>|e’dr+x/0 |g<r>|e’dr) e < llgllu, </0 ze’dr+x/0 e’dt) e < llgllw 11Alls = A1l NC)

X X
ou A est la fonction définie sur [0, 1] par A(x) = < / te'dt + x / e’dt> e~ qui est continue donc ||A||,, existe bien. Donc on
0 0

abien || f|le, < 18]l N().

4. On considere f, (x) = x". Pour n > 2 il s’agit d’éléments de E. Par ailleurs, Vn > 2, || f, ||, = 1 mais g,(x) = f/(x) + 2f(x) +
Fa(0) = n(n — 1)x"2 4+ 2nx"~1 + x" vérifie g,(1) = n*> + 1 donc N(g,) — +oo donc il n’existe pas de constante b € R+ telle
queVf e E,N(f)<b||f|ls,1.e.elles ne sont pas équivalentes.

Exercice 241 (correction)

Supposons que AT = —A. Soit X une solution du systéme différentiel X’ = AX. On veut montrer que || X|| est constante
ce qui revient a montrer que || X| 1> = (X, X') est constante. Or le produit scalaire est une application bilinéaire donc différentiable



(méme de classe C*). On peut donc dériver @ : t — (X (1), X(r)) ce qui donne ¢’ (1) = (X' (1), X (1)) +{X @), X' ®)) = 2{X" (1), X (©)).
Puisque la transposée de A est I’adjoint pour le produit scalaire canonique de R” on a alors

@' (1) =2(AX (1), X)) =2 (X1, AT X)) = =2(X (1), AX(1)) = —¢/ (1)

Donc Vi € R, ¢’(f) = 0 donc ¢(¢) est constante donc || X || est aussi constante.
On propose deux méthodes

Méthode 1 : Supposons que toute solution X de X’ = AX soit constante. On a alors ¢’(f) = 0 avec la méme application ¢ :
ROIE que précédemment. Ceci nous donne pour toute solution X

(AX, X)+ (X, AX) = (X, ATX) + (X, AX) = (X, (A+ AT)X) = 0. )
On remarque alors que la matrice S = A + AT est symétrique réelle donc diagonalisable (dans une base orthonormée) par le
théoreme spectral. On note (e, ..., e,) une base de R” qui diagonalise .S associée a ses valeurs propres A4, ..., 4,,. Par le théoréme
de Cauchy Lipschitz, pour tout 1 < i < n, il existe une unique solution X; du probléme de Cauchy
X'=AX

En considérant la relation (/) pour la solution X; au temps t = O on a

(e;, Se;) =4; =0.
Par conséquent .S est une matrice diagonalisable dont toutes les valeurs propres sont nulles, c’est donc la matrice nulle, i.e.
A=—AT,

Méthode 2 : Une solution X s'écrit Vi € R, X(1) = exp(Af)Xy. On a alors VX, € R",Vr € R, ||eAXo|| = [|Xo|], ie. Vi €
R,e4" € 0,(R) donc eAT1eA = I,,. En dérivant on a AT eAT1eA1 4 oAT1 goAt — () donc

AT + A)et =0

donc, en évaluant en f = 0 on a bien AT = A.

Exercice 242 (correction)

1. Puisque ¢ est autoadjoint il est diagonalisable en base orthonormée B,. On considere E = &b sesp@) Ea la décomposition de E
en somme (orthogonale) des espaces propres de ¢. Soit v € E,. On a

Py () = w(gp(v)) (par commutativité de ¢ et y)
= Ay (v)

donc y(v) € E; donc E; stable par y. La matrice de y dans la base Bd> est donc diagonalisable par blocs et chaque bloc
est symétrique (car y, est toujours autoadjoint). Par le théoréme spectral |, est diagonalisable dans une base orthonormée

By, = <U/1 1seeesUy 'u) de E; avec n; = dim E, et on pose u, ; les valeurs propres associées, i.e. w(v, ;) = u,;v,;. On pose

B= sesp(4) By base de E obtenue par concaténation des bases B, ;. Dans cette base orthonormée les matrices de ¢ et y
sont diagonales. En effet, les vecteurs de cette base sont tous des vecteurs propres de ¢ et de y.
n;
2. On se place dans la base 3 obtenue dans la question précédente. Pour x = )} x,,0,; exprimé dans cette base on a
A€Sp(¢) i=1

n, ny n;
f= 3 Yk = Y D= Y YR,

AESp(¢) i=1 AESP() i=1 1€Sp() i=1



On remarque donc que df /0x,; = 2(A — u, ;)x,; donc si f admet un extremum local en (x, ;) alors VA,i,A = u,;; oux,; = 0.

On a alors f(x) = 0. Par ailleurs, la matrice Hessienne de f est la matrice diagonale diag <(/1 — H, i) ie{1....n,} ) So qui est
HHELL- ) ) despi)
positive si et seulement si les 4 — u, ; sont tous positifs. La fonction f admet donc un extremum local (par exemple 0) si, et

seulement si VA € Sp(¢), Vi € {1, ,n,l} ,A— Higy 2= 0 ou s’ils sont tous négatifs.

Exercice 243 (correction)

1. L’application det est de classe C* car multilinéaire en dimension finie. On consideére (E;;) la base canonique de M, (R). On
det(A + hE;))

ddet (A) = lim ij

h—0 h

cherche a déterminer . On sait que ¢a existe puisque det est différentiable. On a, en développant
ij

par rapport a la i-€éme colonne,

n

det(A + hE;) = Y (~1)*Fa, Ay = ha; +

k=1 k=1

(=D ay Ay = h(=1) A + det(A)

avec ay, le coefficient en i,k de A + hE;; et A le mineur d’ordre ik de A + hE;; qui est le méme que celui de A puisquon

supprime la i-€me ligne. Donc %(A) = (=)A= (A",

ij
On a alors

ddet(A)(H) = Y (A") by = D (AN hy; = Y D (AD) by = Tr ((ADHH) .
i,j i,j =1 i=1
J J J
({(ADH);;

2. Soit H € M,(R) on peut toujours trigonaliser H dans C, i.e. 3P € GL,(C) tel que PHP~! = T avec T triangulaire supérieure

avec les valeurs propres A, ...,4, de H (éventuellement complexes) comptées avec multiplicité sur la diagonale. On a alors
exp(H) = P~ exp(T) P mais exp(T) est une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont e’1, ..., e#s. On en déduit
que

det (exp(H)) = det (exp(T)) = H el = exp <Z /li> =exp Tr(H).

i=1 i=1

+00
3.Onaexp(H)=I1+H+ Y %H” =1+ H+o(H).Donc I +H =ef! +0(H)=e"(I +0(H)). On en déduit que
n=2 N:

det(I+H) = det (e (I + o (H)) = ™ det(I+0 (H)) = ") (1+d det(I)(o (H)) +o (H)) = (1 + Tr(H) + o (H)) (1 + 0 (H))
N —
=o(H)
DoncdetI + H)=1+Tr(H)+o(H)etonaddet(I)(H) =Tr(H).
4. Soit A une matrice inversible. On a alors, grice a la formule A~! = det(A)~! {(4™),
det(A + H) = det(A(I + A" H)) = det(A)det(I + A" H)

= det(A) (14 Tr(A™ H) + o (H))

=det(A) + Tr (det(A)A_lH) +o(H) =det(A) + Tr("(AT)H + o (H)
On a alors bien VA € GL,(R), d det(A)(H) = Tr ((A")H).

Enfin, a H fixé, I’application A — d det(A)(H) est continue car det est CletA- Tr (‘(A*‘)H) est continue car il s’agit d’une
application polynomiale en les coefficients de A. Ces deux applications coincident sur GL,(IR) qui est dense dans M, (IR) donc
coincident sur M,(IR).



Exercice 244 (correction)

Exercice 245 (correction)

Quitte a conjuguer par la matrice T = on peut se ramener au cas d’un cercle de rayon 1. Une telle matrice modifie les

a 0
0 b
aires d’un facteur |det T'| = ab donc il suffira de multiplier le résultat final par ab.

On considere un triangle ABC inscrit dans le cercle unité. Quitte appliquer une rotation a ce dernier on peut supposer que A =
(1,0). On note alors 0 et 7 les angles respectifs des points B et C. Quitte a appliquer une symétrie a notre triangle on peut aussi

supposer que 0 < 0 <7 < 2x.

=~

L’aire du triangle est alors donnée par

cos@—1 cost—1

1 1
Edet(B_A’C_A) - sin @ sint

2

‘ = %((008(9) — D) sin(r) — sin(@) (cos(z) — 1))
— _gin <§)2 sin(z) + sin(6) sin (%)2

- (9 (3o (£) o203 (2o (2
=2sin () sin (3) (cos (5 ) sin (5) ~cos(5) 5n (5))

- (2)an(£)on(352).

En posant x = g ety = % il s’agit donc de maximiser f(x, y) = 2 sin(x) sin(y) sin(y—x) surledomaine D = {(x,y) |0 < x <y < 7}.

Ce domaine étant fermé borné donc compact et f étant continue elle admet bien un maximum. Puisqu’elle est nulle sur les bords du

o

domaine le maximum est atteint a ’intérieur de celui-ci. Il est alors atteint en un point critique de f donc en un point (x,y) € D =
{(x,») |0 < x <y < x} vérifiant

2 cos(x) sin(y) sin(y — x) — 2 sin(x) sin(y) cos(y —x) =0
—2 cos(y) sin(x) sin(x — y) + 2 sin(y) sin(x)cos(x —y) =0

En sommant les deux, par imparité du sinus, on a (cos(x) sin(y) + sin(x) cos(y)) sin(y — x) = sin(x + y) sin(y — x) = 0. Ceci impose
x+y =0 modzoux—y =0 mod=z. La seconde condition ne se réalise pas sur le domaine qui nous intéresse puisque cela
impliquerait que x et y soient a distance au moins z ’un de I’autre. Donc on a y + x = #. On a alors, en remplagant y = 7 — x dans
la premiere équation que

cos(x) sin(x) sin(2x) + sin(x) sin(x) cos(2x) = sin(x) (cos(x) sin(2x) + sin(x) cos(2x)) = sin(x) sin(3x) = 0.



g 2z . . . N 2z 4z N . PE
Donc x = 3 et y = — sont les seules solutions qui conviennent. Cela correspond a 6 = 3 et = 3 donc a un triangle équilatéral.

ViV 3

Son aire est alors 2 X — — — = ——. Ainsi, |’aire maximale d’un triangle inscrit dans I’ellipse £ est d’aire

3

2 2 2 4
3ab\/§
—

Exercice 246 (correction)

1. Si notre forcenée se déplace en ligne droite elle parcourra 2\/5 de terre a vitesse v et 4\/5 a vitesse 5 soit un temps total de

TP=%\/§+%4 2 = 10;/5

pour arriver a la porte de sortie. Le drone quant a lui, pas dérangé par les milieux terrestres ou

6V2 _ 6 10V2
1

0.62v 6.2

aquatiques parcourra 6\/5 a62% de v donc un temps total de T, = < Tp. Donc la prisonniére arrivera apres
le drone se déplace le long de la diagonale.
2. Ona:
 Ladistance de (0,0) a (x, 1) est Vx2 + 1 4 vitesse v

o La distance de (x, 1) a (,5) est \/(y — x)? + 16 2 vitesse %
o La distance de (y,5) a (6,6) est /(6 — )2 + 1 a vitesse v.

Donc le temps du parcours est

f(x,y)=%(\/x2+1+2\/(y—x)2+16+ \/(6—y)2+1>.

3. On commence par remarque que f étant continue et définie sur [0, 6] X [0, 6] qui est compact elle admet un maximum et un
minimum. Si la trajectoire idéale est atteinte lorsque (x, y) vérifient 0 < x < 6 et 0 < y < 6 alors il s’agit d’un point critique de
f. On commence donc par calculer les points d’annulation des dérivées partielles de f ce qui donne le systeme

x 2
V1 +x2 Vi —x)2+16
6-y . 2(y—-x)

Ve-»+1  Jy-x2+16

On remarque que pour qu’un tel systeme ait une solution il faut que le terme de droite soit positif dans la premiere ligne, donc
¥y > x ce qui est assez logique ; si notre prisonniere rebrousse chemin dans la riviere elle va perdre du temps.
6-y

Vit Ve—ypr+l

(6= +1) =+ D6 -y iex? = (6-y)>=0,ie (x—6+y)(x+6-y)=0.

On a alors

ce qui donne, en passant au carré et en multipliant par les dénominateurs,

On en déduit que y = 6 — x ou y = x + 6 ce qui est exclu car y < 6. Donc y = 6 — x ce qui est une condition assez logique quand
on y pense : le point de sortie de 1’eau doit étre symétrique au point d’entrée par rapport a la droite x = 3. En en déduit aussi que
6 — x > x donc x < 3. En remplagant y par 6 — x dans la premiere équation on obtient

X _ 2A6-2%)
Vi+x2 V6-2%2+16




encore en passant au carré et en multipliant par les dénominateurs on obtient

X2((6 = 2x)% +16) — 4(6 — 2x)*(1 + x2) =0
S xX2(B=-x2+4)-43-x)**+1) =0

o xt—6x3+9x2—8x+12=0.

Or x = 2 est une racine évidente qui permet de factoriser notre polyndme en (x — 2)(x> — 4x?> + x —6) = 0. Or pour 0 < x < 3
onax’—4x2+x—6=x((x—2)*—=3)—6 < —3.Donc x = 2 est I’unique solution. On a donc un unique point critique : (2,4).

<1

6V/5

Cela correspond a un temps de trajet f(2,4) = ——. On veut le comparer au temps de trajet du drone, i.e. on veut déterminer la
v

valeur de vérité du booléen

6V5 _ 6V2 _ 20000 _ 5000 _ 5000

v T0620 T 622 312 96l
c’est donc correct ; notre prisonniére peut s’échapper. Il reste a déterminer s’il s’agit du trajet optimal. On a seulement prouvé
que c’est le trajet optimal a I’intérieur de la cour. Il faut vérifier avec les conditions aux bords x = 0,x = 6,y = Oety = 6.
Les cas en x et y sont symétrique on va donc seulement justifier pour y = Oet y = 6. Si y = 0 on pose hA(x) = vf(x,0) =
VX2 +142Vx2+16+ 1372 1+8+6 =15 > 61/5 car 225 > 180. Le cas y = 6 est beaucoup plus difficile 2 traiter. On

pose g(x) = vf(x,6) = \/ xX2+1+ 2\/ (6 — x)2 + 16 + 1. Déterminer explicitement le minimum de f semble assez compliqué
alors il faut filouter. On peut profiter de la convexité de g qui est une somme de deux fonctions convexes. Elle est donc au dessus

26 —
©-% donc g'(4) = — - — = 4 —\/17 \/g La tangente

X
VX241 V(6-x?2+16 \/_ \/_ 17

de sa tangente en x = 4. On a g'(x) =

a g en x = 4 est donc donnée par

y= (VI -2) - 9+80 = (SVIT-2) -9+ VIT+4V5+1.

17 17

Puisque le coefficient dominant est positif la tangente est croissante donc supérieure sur [0, 6] & sa valeur en O donc on a par
convexité

Vx € [0,6], g(x) > y(0) = % 7+? 5+1>6v/5.

Bien entendu, ces discussions assez fines sur le bords de notre compact n’étaient pas exigées lors du passage en colle du candidat.
Le chemin optimal est alors donné par la figure ci-dessous.



Sortie

Départ X y=6-—x

Exercice 247 (correction)

1. 1l s’agit du théoréme de Cauchy linéaire.

2. (@)

(b)

(©

11 faut vérifier que A est bien définie. Soit y une solution et y définie par ¥(x) = y(x + x). On a alors
¥'(x) + q()¥(x) = ¥ (x + 7) + q(x + 2)y(x + ) = 0.

Donc Y est aussi une solution. De plus A est évidemment linéaire.
On pose y;(x) = y;(—=x) (resp. y,(x) = —y,(—x)). On a

71" (%) + q(x)7;(x) = ¥/ (=x) + q(=x)y;(-=x) = 0

donc J; est aussi solution de Par ailleurs 3;(0) = y;(0) = 1 et )71'(0) = —y;(0) = 0 mais y; est I’'unique solution vérifiant
ce probléme de Cauchy donc y; = y;, i.e. y; est paire. De la méme facon y, est aussi une solution vérifiant le méme probléme
de Cauchy que y, donc y, est impaire.

Le wronskien de [Efassocié & n’importe quel couple de solution est constant car W’ (x) = 0. Donc y,; y; - y’1 est constant
donc

det(A) = y, (0 () = y (@)Y, (1) = y1(0)¥(0) = y,(0)y,(0) = 1.
L’endomorphisme A posséde pour inverse y + (x +— y(x — x)). La matrice de A~! dans la base canonique est donc

A7l = y,l(_”) y%(—zr) =(“* %) pautre part A~! est la transposée de la comatrice de A donc A~ = d =b

yi(=m) Y, (=m) -c d -c a
donc a = d ou alors d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton A% — (a + d)A + I, = 0 donc en multipliant par A~! et en
considérant le premier coefficient on a —d + a = 0.

3. On remarque que le polyndme caractéristique de A a pour discriminant A = 7% — 4.



 Supposons |T'| < 2 alors A a deux valeurs propres complexes distinctes z, z telles que zz = 1. On considére y un vecteur
propre associé a z (y a valeurs complexes). On a alors pour tout x € R, y(x + 7) = zy(x) donc |y| est z-périodique donc
bornée. De méme en considérant un vecteur propre associé a z. Puisque les vecteurs propres forment une base de I’espace
des solutions toutes les solutions sont bornées.

e Si|T'| = 2 alors +1 est I’'unique valeur propre et en considérant y vecteur propre alors +y est z-périodique donc bornée.

e Sinonona A, u & {—1, 1} deux valeurs propres réelles telles que Au = 1. Quitte changer leur nom on note 4 celle qui vérifie
A>letu= 1 <1.0nnote ¥ un vecteur propre associé a A et z associé a . Une solution quelconque f s’écrit f = ay+ fz.
Par ailleurs, y(x + 7) = Ay(x) et, par récurrence, Vn € Z, y(x + nx) = A"y(x). De méme z(x + nx) = u~"z(x) donc

fx+nr)=aA"y(x) + pu"z(x).
Si f non nulle alors @ ou f est non nul. Disons a # 0. Puisque y est non nulle, il existe x; € R tel que y(x;) # 0 donc
lim | f(x + nr)| = +00. Méme chose si f # 0 en faisant tendre n vers —oco.
Exercice 248 (correction)

Onpose g = f+f" qui est, par définition une fonction positive. On veut exprimer f en fonction de g donc on varésoudre I’équation
différentielle d’ordre 2. Les solutions de 1’équation homogene sont de la forme Acos(x) + u sin(x). pour déterminer une solution
particuliere de I’équation on fait une variation de la constante en cherchant une solution de la forme f(x) = A(x) cos(x) + u(x) sin(x)
sous la contrainte A’(x) cos(x) + p’(x)sin(x) = 0. On a alors f"(x) = —A'(x)sin(x) + u'(x)cos(x) — f(x) donc f"(x) + f(x) =
— A () sin(x) + p’ (x) cos(x) = g(x). On a donc le systéme

L, A (x)cos(x) + ' (x)sin(x) =0
L, A (x)sin(x) + p'(x) cos(x) = g(x)

On le résout en faisant cos(x)L, + sin(x)L; qui donne y’(x) = g(x) cos(x). De méme A’'(x) = —g’(x) sin(x). On pose alors comme
solution particuliere

Jo(x) = —/xg(t) sin(t)dt cos(x) + /xg(t) cos(t)dt sin(x) = —w(x) cos(x) + O(x) sin(x)
0 0

X X
avec w(x) = / g(®)sin()dt et O(x) = / g(t) cos(t)dt. Lensemble des solutions de I’équation f” + f = g est alors donné par
0 0
S = {Acos(x) + psin(x) + fo(x) | 4,y € R}.

2r 2n 2r
On remarque que / cos(x)dx = / sin(x)dx = 0 donc le signe de f(x)dx pour f € S est le méme que celui de
0 0

0
2r
Sfo(x)dx. On se restreint alors, sans perte de généralité, au cas ot f = f{;, la solution particuliére.
0
2r
Pour calculer f(x)dx on sépare I’intégrale en 2 par linéarité puis fait deux intégrations par parties en dérivant respectivement

0
et @ et en primitivant respectivement cos et sin. On a alors

2z

2r 2
f)dx = —[w(x) sin(x)]5" + / g(x) sin*(x)dx + [-0(x) cos(x)]7" + / g(x) cos?(x)dx
0 0

0

2 2r 2
=0-0+ / g(x) (cos?(x) + sin*(x)) dx — 0(2x) cos(27) + 0 = / g(x)dx — / g(1) cos(r)dt
0 0 0

2z
= / g(x)(1 —cos(x))dx
0

L’intégrale est donc positive comme intégrale d’une fonction positive.



Exercice 249 (correction)

On pose Vx € R, g(x) = f(x) + f’(x) qui satisfait liT g(x) = ¢ par hypothese. La fonction f est alors solution de 1’équation
X—=>+00
différentielle linéaire d’ordre 1
Y+y=g

Les solutions de 1’équation homogene sont de la forme f},(x) = Ae™ avec A parcourant R. En appliquant la méthode de variation de
la constante, i.e. en cherchant les solutions sous la forme f(x) = A(x)e™ on trouve A'(x) = g(x)e*. On peut alors déduire que les
solutions de 1’équation différentielle sont

f()=2e™ +/ g(ne'dte™ = </1 +/ g(t)e’dt> e,
0 0

On écrit alors g(t) = £ + o (1) donc g(f)e' = e’ + o (e’ ) . La fonction ¢ — e’ n’est pas intégrable donc

X X X
fx) = </1 +/ gedt=¢E -1 +o </ etdt>> e = </1 +/ gedt=¢ (" —1)+ o(ex)> e X = (A=) +f+o0(1) =+o(1)
0 0 0
C’est ce qu’on voulait démontrer.

Exercice 250 (correction)

On pose Vx € R, g(x) = f(x) + f'(x) + - + f®(x) qui satisfait XEIng(x) = ¢ par hypothese. La fonction f est alors solution

de I’équation différentielle linéaire d’ordre 1
YO+ ty +y=g
k
Les solutions a valeurs complexes de I’équation homogene sont de la forme f,(x) = Y A ;€“7* ol w; est racine du polynéme
j=0

P=XF4.o+X+1etles A; parcourant C.

On remarque que (X — 1)P = X**! — 1 donc les racines de P sont les racines k + 1-émes de 1’unité auxquelles on a retiré

2
1. Autrement dit, on peut écrire @; = exp (1%) ,j € {1,...,k}. On remarque alors que si k > 3 alors w; = exp (iszl ) =

cos <k2-|]-71 >+i sin (szl ).Puisque() < ](2% < g,cos <k2—:_’1) > Oetdonc fy(x) = Re (e”1¥) = cos (sin (szl ) x) exp <cos (%) x)

n’a pas de limite lorsque x — +oco pourtant f; satisfait f(x) + -+ + f(gk)(x) =0 —~ 0. Si on veut avoir une chance de répondre
X—=>+00

positivement a la question posée il faut alors étudier en détails les cas k = 1 et k = 2.

Cas k =1 : En appliquant la méthode de variation de la constante, i.e. en cherchant les solutions sous la forme fy(x) = A(x)e™ on
trouve A'(x) = g(x)e*. On peut alors déduire que les solutions de 1’équation différentielle sont

X X
f(x)=2de™™ +/ ge'dte™ = </l +/ g(t)e’dt) e ™.
0 0
On écrit alors g(t) = £ + o (1) donc g(t)e' = £e' + o (e’) . La fonction ¢ — e’ n’est pas intégrable donc, par comparaison,

fx) = </1 + /xg(t)e'dt> e ¥ = <z,”(ex —D+o </xetdt>> e X={E =1D+o(e)e ™ =U=)e ++0(1) =+0(1).
0 0

C’est ce qu’on voulait démontrer.



Cas k =2 : Les solutions de I’équation homogene donnent f,(x) = Ae/* + ,uefz" avec j = exp (z%r) On fait une variation de la

. . N : 24 . . ; 22
constante en cherchant une solution particuliere fj(x) = A(x)e/* + u(x)e/”* imposant la contrainte A’'(x)e/* + p'(x)e/"* = 0. On
arrive alors, apreés simplifications, au systéme suivant

JA ) + 2 (x)el = g(x)
A(x)el* + u(x)el™* = 0.

On peut alors choisir

X X
Folx) = —— / g(et del™ — L / g dtel™.
i3 Jo i3 Jo

Puisque Re(j) = Re(j%) < 0 les solutions homogenes tendent toutes vers 0 lorsque x — +o0. Nous allons alors seulement étudier
la convergence de f,. Pour les mémes raisons que dans le cas k = 1, en écrivant g(t) = ¢ + o (1) et par divergence des intégrales
—it

2
det—e"etdet—e“/?ona

L[ 1 [z 2] p it it
f(t)=—[—.e J’] efx——[—.e/’] ¥ ro(l)=— (j2—j +o(1)=—x(—i\/§)+o(1)=f+o(l).
0 l\/g —j 0 1\/5 _12 0 \/3( ) \/5

On en déduit que f possede une limite si et seulement si k € {1,2} et, dans ce cas cette limite est £.

Si vous trouvez des erreurs, des simplifications ou que vous avez des questions sur cette colle merci de m’envoyer un mail a I’adresse
ci-dessous

Contact colleur

Mail : fabien.narbonne@posteo.net Site internet : https://fabiennarbonne. fr
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