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Introduction

E Dans ce document on veut explorer les différentes facons ou impossibilité de piper deux dés X et
Y et/ou changer les valeurs sur les faces pour que X + Y, la somme des résultats des deux lancers,
donne :

1. Une loi uniforme sur {2,...,12}.
2. Ou se comporte comme le lancer de deux dés non pipés.

On rappelle qu’étant donnée une variable aléatoire X a valeurs dans IN on peut définir

qui caractérise la loi de X par unicité des coefficients d’une série entiére qui a un rayon de convergence
non nul'. D’autre part, pour X et Y variables aléatoires indépendantes & valeurs dans IN on a toujours

Gx.v(t) = Gx(t)Gy(t).

1 Somme de deux dés pipés sans changement des numéros

On considére deux dés X et Y numérotés de 1 & 6 que I'on peut piper comme on veut, i.e. on peut
choisir leur loi. On voudrait répondre aux deux questions posées dans I'introduction.

Proposition 1. Il n’existe pas de maniere de piper deux dés X et 'Y numérotés de 1 a 6 de telle
sorte que la somme suive une loi uniforme.

Preuve. Je propose deux preuves de ce résultat. La seconde, plus rapide mais moins facilement
généralisable, a été trouvée sur un forum.

Méthode 1 : Les fonctions génératrices de X et de Y s’écrivent respectivement Gx (t) = tPx(t) et
Gy (t) = tPy(t) avec Px, Py € R5[t]. Une variable U de loi uniforme sur {2,...,12} doit avoir
pour fonction génératrice
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ILes fonctions génératrices de variables aléatoires ont toujours un rayon de convergence R > 1



Donc X + Y suit une loi uniforme si, et seulement si, Gxy(t) = Gy(t), i.e. Px(t)Py(t) =

ﬁléj). Ce dernier polynéme est de degré 10 donc Px et Py doivent étre de degré exactement
ti—1

5. Par ailleurs, les racines de =

étant impair, elles sont toutes complexes strictement. On en déduit que ";1:11 =1+t+--- 410
est toujours du signe de son évaluation en 1 donc strictement positif. Enfin, tout polynéme de
degré impair a toujours une racine réelle car ses limites en —oo et 400 sont 00 et Foo donc,
étant continus, par le théoréme des valeurs intermédiaires ils admettent bien une racine. Donc

on n’a jamais I'égalité Px(t)Py(t) = 121(1:1).

Meéthode 2 : Onnote p, = P(X = k) et ¢, = P(Y = k) (il s’agit des coeflicients de Px et Py avec
les notations ci-dessus). On doit avoir P(X +Y =2) = P(X = 1)P(Y =1) = piqy = 75 et
P(X +Y =12) = P(X = 6)P(Y =6) = psgs = ;. On en déduit, grace a 'inégalitée z + 1 > 2
sur R**, que

sont toutes les racines 11-éme de l'unité a part 1 et, 11

1 (p1 Ds 2 1
PIX+Y=7) > = — | =4+=]>—=> —.
(X + ) > p1gs + Do 11 <p6 +p1> TR

]

Proposition 2. I[ n’existe pas de maniére de piper strictement deux dés X et Y numérotés de 1 a
6 de telle sorte que la somme suive la méme loi que la somme de deux dés équilibrés.

Preuve. On reprend le méme raisonnement et les mémes notations que la premiére méthode de la
preuve précédente. Si D est un dé équilibré alors sa fonction génératrice est Gp(t) = %(1 +t+-+

t5) = é . ‘i;f Si la somme de X + Y suit la méme loi que la somme de deux dés équilibrés alors on

doit avoir

Gx(t)Gy(t) = t*Px (t) Py (t) = <é : t;__ll) .

La factorisation en facteurs irréductibles dans R[t] de ttb_—’ll est
L+ =0+ +t+t)(1 -t +17).

Il s’agit donc de factoriser (1 + ¢)%(1 + ¢ + ¢*)*(1 — ¢ + t*)* en deux facteurs de degré 5. Les seules
possibilités sont Py (t) = Py (t) = (1+t)(1+t+t*)(1—t+1?) qui correspondent & des dés équilibrés et
Px(t) = (1+¢)(1+t+t*)? et Py(t) = (1+¢)(1 —t+t*)? mais ce dernier a des coefficients strictement
négatifs donc il ne s’agit pas de la fonction génératrice d’une variable aléatoire. O]

2 Somme de deux dés pipés avec changement des numéros

On considére deux dés X et Y a 6 faces numérotés respectivement {aq, ..., .} CRet {f,...,8s} C
R avec r, s < 6 (on peut avoir plusieurs faces avec un méme «; ou un méme ;). On suppose que les
o; et les B; sont rangés dans 'ordre strictement croissant et que X +Y est a valeurs dans {2,...,12}

et que toutes les valeurs sont atteintes avec probabilité non nulle.
On montre un lemme qui permet de se ramener au cas ot les o, 8; sont des entiers.

Lemme 1. Soit X et Y deux variables aléatoires prenant pour valeurs respectives {aq, ..., a.} et
{B1,...,08s} telles que {o; + 5;/1 <i<r,1<j<s}={2,...,12}. Alorsil exvistey € R,n; =1 <
No < -+-<np €EINymy=1<mg <---<mg €IN* tels que

{ag, ..., ={ny,...,n.t+vyet {P1,....0: ={ma,....,ms} — .
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Preuve. On pose a; — 1 = . Puisque a1 < o et 51 < 3; pour 1 < j on doit avoir a; + 5 = 2 donc
B1 = 1 —r. Puisque as + 51 entier il existe ny € N tel que ay = ng + v de méme jusqu’a a,. = n,. + .

On fait subir le méme traitement aux §; + «; € IN ce qui donne 8; = m; — 7. n
On obtient donc que pour des dés X, Y numérotés respectivement {a,...,a,} et {f1,..., 5} la
somme X + Y suit la méme loi que s’ils étaient numérotés {ny,...,n,.} et {mq,...,ms}. On suppose

donc dans la suite que c’est le cas ; que les dés qu’on manipule sont numérotés par des entiers > 1.

Proposition 3. Soient X,Y deux dés a 6 faces numérotés respectivement {ny,...,n,} C IN* et
{mq,...,ms} C IN* tels que {n; +m;/1 <i<r1<j<s}=1{2,...,12}. Alors, pour que X +Y
suive la méme loi que la somme de deux dés standards :

e [l existe deux fagons sans piper les dés X et'Y qui sont

- {ny,...,n.} ={1,2,3,4,5,6}
— {mq,....,m.} ={1,2,3,4,5,6}

(qui correspond a deux dés standards) et

— {ny,...,n.} ={1,2,2,3,3,4}
— {mq,...,m.} ={1,3,4,5,6,8}

o [l existe deux fagons de piper les dés X et'Y qui sont

n PR n — 9 avec P7 00001 ZtGS 9 tit 7(28])(201&11]@1”/(2”]&.
9 r 1 2, 3 l 179 1
m PR 7m5 — 5 Iy 9 l 9 !) avec 1)1 00a01 21688 9 9 9 9 ,}(ZSP(BC{;ZU(Zant.
m m 1 2 374 5 a b l 979797979

Preuve. Puisque X et Y sont & valeurs entiéres on peut encore utiliser les fonctions génératrices.
Comme dans la preuve de la Proposition 2 il s’agit donc de factoriser (14 #)%(1+¢ +t%)%(1 — t + t2)?
en deux polynomes. Cependant les contraintes sont un peu différentes puisqu’on a plus de contrainte
sur les degrés des polynomes. Les contraintes qui persistent sur les deux facteurs sont

1. Le fait que les polynémes doivent étre & coefficients positifs.
2. Ils doivent avoir moins de 6 coefficients non nuls (car les dés ont 6 faces).
On peut alors tester toutes les possibilités avec ses contraintes et on trouve
o Px(t) =g (B +t*+ 3+ 12+t +1) et Pr(t) =g (8 +t* + 3+ 12+t + 1) (dés standards).

o Px(t) =g (*+22+2t+ 1) et Py(t) = ¢ (t" + > +t* +t* + ¢ + 1) (seconde solution avec des
dés équilibreés).

o Px(t) = ; (2 +2t+1) et Pr(t) = § (t* + 2t° + 3t* + 2¢> + 1) (premicre solution non équili-
brée).

o Px(t) =g (t*+ 234 3t> + 2t + 1) et Py(t) = 1 (t° + 2t* 4 1) (seconde solution non équilibrée).
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Proposition 4. Soient X et Y deur dés a 6 faces numérotés respectivement {ny,...,n,} C IN* et
{mq,...,ms} C IN* tels que {n; +m;/1 <i<r1<j<s}=1{2,...,12}. Alors il n’existe aucune
fagon de choisir les n;,m; et de piper X etY pour que X +Y suive une loi uniforme sur {2,...,12}.

Preuve. 11 s’agit de la méme preuve qu’au dessus a part qu’on veut factoriser 1+t 4 ---+¢°. Puisque
ses racines sont les racines primitives 11-éme de l'unité, ses facteurs irréductibles dans R[t| sont les

2k
Qr(t) = t* — 2cos (1—;T> t+1pourl<k<5.

Or tous les produits de 3 polyndémes (), distincts ont exactement 7 coefficients non-nuls et tous les
produits de 4 polynémes () distincts ont exactement 9 coefficients non-nuls. Donc on n’a jamais
moins de 6 coefficients comme on le voudrait. O]



